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Предисловие
(Эти задачи) можно решить и без компьютера, но с 

его помощью сделать это будет быстрее, поскольку все
гда проще доказывать факт, в справедливости которого ты 
уверен.

О. А. Иванов. Элементарная математика.

Раньше самого доказательства надо обладать истиною, 
справедливость которой предстоит доказывать; обладание 
же этой истиной достигается при помощи всевозможных 
приёмов наглядного характера... Когда уже наиболее пыт
ливые ученики начинают обращать внимание на постоян
ство этого свойства, начинают спрашивать: «Почему это 
всегда так бывает?», тогда лишь на вопрос «почему» отве
том является доказательство.

П. А. Карасёв. Геометрия на подвижных моделях. 1924

Экспериментальная математика. Есть подход к реше
нию задач по математике, который можно назвать экспери
ментальным. Он состоит в том, что решающий рассматри
вает частные случаи предложенной конструкции, пытается 
угадать стоящую за ними закономерность, а потом доказать 
её в общем виде (подробнее см. [13, 20]). В арифметике, 
алгебре и комбинаторике это естественно делать с помощью 
перечней, графиков и таблиц [12]. В геометрии раньше это 
было возможно с помощью рисования нескольких чертежей 
или рассмотрения специальных случаев — правильный тре
угольник вместо произвольного и т.д. (см. также [9, 14]). 
В последние десятилетия появилось новая возможность: 
в программах динамической геометрии мы можем нарисо
вать всего один подвижный чертёж, а потом движением мы
ши получить из него целую серию «обычных» статических 
чертежей [8]! Тем самым мы легко получаем серию частных 
случаев, а также видим все возможные варианты конфигу
рации (остроугольный/тупоугольный треугольник, выпук
лый /невыпуклый четырёхугольник/самопересекающаяся 
ломаная и т.д.), часть из которых легко потерять при 
статическом рассмотрении.
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Роль программ динамической геометрии при решении 
задач по геометрии можно сравнить с ролью эксперимен
тальной установки в физической лаборатории: с их помо
щью школьник может взаимодействовать с предметом 
напрямую, без посредства учителя или учебника. Он легко 
может сам подмечать закономерности, ставить вопросы, 
выдвигать и проверять гипотезы.

В 1—б классах школьники получают опыт эксперимен
тального подхода к математике (рассуждение на примерах, 
обобщение наблюдений).

При изучении геометрии начиная с 7 класса ведущим 
становится теоретический подход (введение аксиом, опре
делений и доказательство теорем). Однако продуктивнее не 
конфликтовать с прежним опытом, а использовать его, 
т. е. продолжать развивать и экспериментальные навыки 
наряду с теоретическими [19].

Благодаря программам динамической геометрии роль 
математического эксперимента при изучении геометрии 
может значительно возрасти. В России многие учителя и 
деятели олимпиадного движения уже активно пользуются 
такими программами, но они ещё недостаточно проникли в 
школьную среду, часто используются лишь для иллюстри
рования фактов и т. д.

Цель этой книги — помочь учителям ввести эксперимен
тальный подход в геометрии, дать им набор подходящих 
для этого задач и приёмов исследования.

О подходящих задачах. «Задачи, при решении которых 
можно и полезно использовать компьютер, должны иметь 
другую структуру; соответственно, необходимо составлять 
новые подборки задач и разрабатывать новые методики обу
чения... При правильном подходе к методике его использо
вания компьютер помогает сделать процесс обучения более 
интенсивным » [7].

Подходящими я здесь называю задачи, удовлетворяю
щие двум условиям:

а) они задают подвижный чертёж, который легко постро
ить и по которому нетрудно выдвинуть гипотезу;

б) их трудно решить без подвижного чертежа.
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Такими качествами обладают многие традиционные за
дачи по геометрии, данные в открытой формулировке [16, 
17], т.е. без готового утверждения (нахождение доказыва
емого утверждения является в этом случае частью задачи). 
Здесь это и задачи на экстремум (занятия 4 и 7), и зада
чи на ГМТ (занятия 2 и 5), и задачи на инвариант (заня
тие 6).

Но широкий инструментарий программ (о нём чуть ни
же) позволяет добавлять и новые типы заданий, напри
мер:

— построить подвижный чертёж, задаваемый условием 
задачи (все главы);

— построить семейство линий и/или их огибающую (за
дачи 2.1 б), 5.1 б), 5.2, 5.4 б), 5.5, 5.7, Д41—Д44);

— построить, задать в условии или использовать в реше
нии линию, не являющуюся прямой, окружностью или их 
частью (задачи 5.1, 5.4 а), 5.6, Д20 б), Д22, Д23, Д40 в), г), 
Д41, Д44, а также потенциально многие задачи занятия 3);

— найти несколько инвариантов или взаимосвязей в по
движной конструкции (задачи 6.3, 6.4, 8.1, Д49, Д53);

— выбрать подходящие случаи в заданном семействе и 
изучить их (задачи 5.6, 6.5, 6.7, занятия 4 и 7).

Такие задачи могут быть весьма содержательными, а их 
решение развивающим, но без инструментария программ 
динамической геометрии они были почти недоступны рядо
вому школьнику. Теперь они постепенно проникают в обу
чение геометрии.

Когда опытный математик рисует на бумаге чертёж, он 
воспринимает его динамически — вместе с его поведением. 
Научить этому навыку школьника и помогает работа с 
новыми типами задач в программах динамической гео
метрии.

Этапы решения. Полный цикл решения задачи в этой 
книге выглядит так.

A. Прочитать условие.
Б. Построить подвижный чертёж.
B. Провести эксперимент.
Г. Выдвинуть гипотезу.
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Д. Подкрепить её (или опровергнуть и начать искать но
вую гипотезу).

Е. Доказать гипотезу.
Занятия 1—3 соответствуют раннему этапу изучения гео

метрии, поэтому в них задачи ограничиваются конструк
тивным уровнем и «инструментальной» проверкой. Точнее, 
в занятии 1 решение ограничивается этапами А—В (в роли 
эксперимента выступает проверка чертежа), а в занятиях 2 
и 3 — этапами А—Д (при этом гипотеза в занятии 3 выдви
гается не в словесной формулировке, а в виде построения, а 
подкрепление происходит при проверке того, что построен
ная линия совпадает со следом).

Начиная с занятия 4 в задачах требуется полный цикл 
решения с доказательствами (кроме задач, помеченных *). 
Соответственно, в занятиях 4—8 у каждой задачи есть две 
части решения. Первая часть называется экспериментом, 
она охватывает этапы А—Д — описывается построение по
движного чертежа, выдвигается и подкрепляется гипотеза, 
высказываются разные неформальные соображения. Вто
рая часть называется собственно решением, она соответст
вует этапу Е, т. е. решению задачи в классическом смысле.

Выдвижение и подкрепление гипотезы — ключевые эта
пы, остановимся на них подробнее. Гипотезы обычно вы
двигают на основании непосредственных наблюдений (вам 
показалось, что точка С — середина отрезка АВ). Здесь 
важно сделать чертёж хорошо «читаемым». Первый шаг 
подкрепления — выполнить более точное измерениеIпо- 
строение (вы измеряете и сравниваете отрезки АС и СВ 
или строите середину отрезка АВ). Второй шаг подкреп
ления— охватить большее число случаев (вы варьируете 
отрезок АВ, а точка С по-прежнему остаётся его сере
диной).

Зачем нужно подкреплять гипотезы? Во-первых, чтобы 
сразу забраковать неверную гипотезу и не тратить время 
на попытки её доказать. Во-вторых, качественная провер
ка гипотезы часто приводит к идее решения (дополнитель
ным построениям, обнаружению важных случаев, уточне
нию гипотезы и т. д.). Наконец, сам приобретаемый навык
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подкрепления гипотезы очень полезен1.
Отметим, что в программах международного бакалавриата 

по математике предусмотрен специальный вид деятельности — 
Investigating patterns (поиск закономерностей). Работа с матема
тическими фактами там описывается тремя глаголами:

— verify (проверить частный случай);
— justify (^ обосновать, подтвердить);
— prove (доказать).
Наше подкрепление гипотез примерно соответствует стадии 

justify.

Команды/инструменты и заготовки. Широко распро
странён подход, при котором школьники проводят экспе
рименты на выданных им заготовках. В этой книге* подход 
другой — школьники сами строят подвижный чертёж по 
условию задачи.

В задачах на построение циркулем и линейкой разреша
ется использовать лишь те построения, которые мы пред
варительно сконструировали из элементарных (см., напри
мер, [3], так же устроена программа «Евклидия» [web4]). 
Эта традиция соответствует аксиоматическому построению 
курса геометрии, при котором можно ссылаться только на 
доказанные теоремы. В этой книге для построения подвиж
ных чертежей разрешается пользоваться всеми доступны
ми командами/инструментами программ динамической 
геометрии, в том числе и несводимыми к построениям цир
кулем и линейкой (например, можно выполнить трисекцию 
угла или построить правильный семиугольник). Это соот
ветствует «инженерному» подходу, при котором способы 
построения являются лишь средством, ускоряющим про
движение к цели — изучению свойств подвижного чертежа.

План курса. Задачи сгруппированы по главам, в каждой 
из которых развиваются особые экспериментальные навы
ки и почти в каждой вводятся новые команды/инструменты 
программ.

1 Заметим, что на олимпиадах по информатике проверка алгоритмов, пред
ложенных школьниками, не является математической в строгом смысле этого 
слова. Вместо этого алгоритмы тестируют на разнообразном массиве входных 
данных. Это похоже на подкрепление гипотез, предлагаемое в данной книге.
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Подробности показаны в таблице.
Экспериментальным навыкам, как и всяким другим, на

до учить от простого к сложному. Поэтому степень откры
тости задания, включённости ученика в создание материала 
увеличивается от первого занятия к восьмому (см. пятый 
столбец таблицы).

Из таблицы также видно, что занятия не очень «плотно» 
привязаны к конкретным темам курса геометрии (см. тре
тий столбец). Это не только недостаток, но и достоинство. 
Во-первых, школьникам полезно иногда встречаться на од
ном занятии с несколькими темами — ведь на олимпиадах и 
экзаменах им приходится это делать. Во-вторых, на каждом 
занятии вполне допустимы одна-две задачи «на вырост», в 
которых школьник может построить подвижный чертёж и 
сформулировать гипотезу, но ещё не имеет средств её до
казать. Такие задачи помечаются знаком *. К ним полез
но возвращаться позже, опираясь на выдвинутые гипотезы. 
Это даёт учителю возможность манёвра, особенно если на 
кружок приходят ученики из разных классов с разной про
граммой.

Организация занятий. Каждое занятие рассчитано на 
90 минут. Занятия удобно проводить в компьютерном клас
се. Первые 10—20 минут компьютеры выключены, но вклю
чен проектор и учитель демонстрирует на экране экспе
римент и решение «задач для разбора». Параллельно он 
показывает нужные команды/инструменты программы. 
Далее школьники получают листочки с задачами для са
мостоятельного решения и решают их за компьютерами, а 
учитель принимает задачи, подсказывает тем, кто попал в 
тупик. Школьник может за каждую задачу получить два 
«плюса»— за эксперимент и за решение. Если школьник 
ошибся в решении, учитель указывает ему на ошибку или 
пробел в рассуждениях. А если школьник выдвигает невер
ную гипотезу, то учитель советует найти опровергающую 
её конфигурацию. Опровержение гипотезы, полученное 
учеником самостоятельно, особенно ценно.

В конце занятия полезно подвести итог и обсудить реше
ния одной-двух задач, вызвавших сложности. Можно про-
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Номер и тема 
главы Классы Геометрическое содержание Новые команды /  ин

струменты программ Новые экспериментальные навыки

1. Строим
подвижные
чертежи

7 «Геометрические конструкти
вы »— как с помощью данного 
набора инструментов построить 
требуемый подвижный чертёж

Понятия предка и по
томка. Основные по
строения

Построить подвижный чертёж, прове
рить его, выделить фиксированные и 
подвижные элементы

2. Строим 
траектории 
точек и линий

7 «Геометрические конструкти
вы», выражение новых элемен
тов через фиксированные

След точки и линии Построить траекторию точки, выдви
нуть гипотезу о её виде, подкрепить 
гипотезу построениями

3. Метод
освобождения
точки

001 «Геометрические конструкти
вы», пропедевтика преобразова
ний плоскости

Освободить точку, построить её тра
екторию, сделать прикидку, эскиз, 
выдвинуть гипотезу о траектории

4. Измерения 
на чертеже. 
Минимумы и 
максимумы-1

8 Неравенство треугольника, пер
пендикуляр короче наклонной, 
средняя линия трапеции, пло
щадь треугольника

Измерение длин, ариф
метические действия с 
длинами

Выбрать подходящий чертёж в серии, 
найти особенности, выделяющие его 
среди других. Подкрепить гипотезу 
измерениями и построениями

5. Оживляем 
траектории

00 1 со Параллелограмм, средняя ли
ния треугольника и трапеции, 
вписанный угол, гомотетия*

Оживление следа точ
ки и линии

Построить траекторию подвижной 
точки или линии, найти огибающую. 
Подкрепить гипотезу рассмотрением 
многих случаев

6. Ищем 
взаимосвязи и 
инварианты

00 1 С
О Равенство и подобие треугольни
ков, четырёхугольники, средние 
линии, вписанный угол, теорема 
о медианах, гомотетия

Найти общее свойство серии черте
жей, выделить нужный случай или 
множество случаев

7. Миниму
мы и макси
мумы-2

9 Движения плоскости, вписан
ные углы, обобщённая теорема 
синусов, метод координат

Преобразования плос
кости, визуализация 
переменных величин

Построить найденную конфигура
цию, прийти к доказательству

8. Открытые
задачи.
Конференция

9 Движения и гомотетия, теорема 
косинусов, векторы, средние ли
нии, счёт углов

Найти несколько общих свойств се
рии чертежей, взаимосвязи между 
конструкциями



демонстрировать на экране интересный чертёж или ориги
нальное решение, возникшее по ходу занятия.

Иногда в группе встречаются один-два школьника (как 
правило, очень сильные), которые не любят проводить экс
перименты, а хотят сразу доказывать «на бумаге». Можно 
дать им индивидуально более сложные задачи (например, 
из списка дополнительных задач), которые без подвижных 
чертежей им будет трудно осилить.

Чтобы школьники не забывали программу динамической гео
метрии в течение долгого перерыва между посвящёнными ей за
нятиями кружка, полезно раз в месяц давать на дом отдельные 
задачи для решения в этой программе. Построенные дома элек
тронные чертежи школьники могут отправлять учителю или за
гружать в общее интернет-пространство, где все смогут их видеть 
и комментировать. Это хорошо вписывается в модное направление 
«смешанного обучения».

Программы. Сейчас в России популярны три программы 
динамической геометрии: «Геогебра» [webl], «Живая мате
матика» [web2] и «Математический конструктор» [web3]. 
Приведённые здесь наборы задач можно решать в любой из 
трёх программ. В конце книги приведён словарик основных 
команд и инструментов для всех трёх программ.

Готовые подвижные чертежи и постановки задач. Тра
диционно в геометрии используются готовые (статические) 
чертежи, в том числе для постановки задач без слов [1, 11] 
или для доказательств типа «смотри». Чертежи позволяют 
экономить время, запоминать и активизируют визуальное 
восприятие. Подвижные чертежи дают и другие возможно
сти, например, позволяют наглядно демонстрировать про
цессы, используют тактильное восприятие.

В некоторых задачах (1.1, 2.2, 5.4, 6.1, 7.2, 8.3 — они 
помечены в тексте буквой «ч» после номера) можно вместо 
текстового условия дать ученикам готовый подвижный чер
тёж, что позволит разнообразить занятие и научит школь
ников самостоятельно формулировать задачи.

Благодарности. При написании книги автор многократ
но прибегал к помощи С. А. Беляева, В. Н. Дубровского, 
К. А. Кнопа, Г. А. Мерзона и Д. Э. Шноля. Т.Н. Ильичёва и
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Н. М. Нетрусова провели несколько занятий по главам кни
ги. А. А. Гаража, А. А. Деева, В. А. Иевлева и Е. А. Конова
ленко вычитали текст. Е. В. Бакаев, В. М. Бусев, М. А. Волч- 
кевич, А. А. Заславский, А. В. Пантуев и Ю. Н. Торхов дали 
ценные советы. Традиционная большая благодарность — 
редакторам серии А. Д. Блинкову и А. В. Шаповалову.

Поддержка курса. По ссылке

h ttp s://www.geogebra.org/m/qHxfNbxr

можно найти электронное приложение к книге — подборку 
подвижных чертежей (в «Геогебре») ко всем задачам глав 
1—8. Также для поддержки курса создана группа в «Гео
гебре»— там публикуются подвижные чертежи, новые за
дачи, обсуждаются построения и решения, можно задать 
вопросы, предложить свои материалы и т.д. Чтобы войти 
в группу, надо зарегистрироваться на geogebra.org, пройти 
по ссылке geogebra.org/groups и ввести код TEJ9P.

На рисунках к экспериментам все подвижные точки 
изображены «пустыми», все фиксированные точки — за
крашенными.
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Занятие 1
Строим подвижные чертежи

Подвижные чертежи — мощный инструмент для реше
ния геометрических задач. Однако построение правильного 
подвижного чертежа к задаче часто само по себе оказыва
ется интересной геометрической задачей! На этом занятии 
мы будем учиться строить различные подвижные чертежи, 
а использовать их начнём со следующего занятия.

Откуда берётся подвижность чертежа? Дело в том, что в 
каждой задаче этого занятия условия задают не одну фигу
ру, а целое семейство фигур. В фигуре есть фиксированные 
элементы и подвижные элементы (точки, отрезки, прямые, 
окружности и т.д.). Решением задачи считается правиль
ный подвижный чертёж. Проверка чертежа осуществляется 
так.

1. При перемещении подвижного элемента фиксирован
ные элементы должны оставаться на месте.

2. При перемещении подвижного элемента можно полу
чить последовательно всё семейство фигур, удовлетворяю
щих условиям задачи.

1 (ч). а) Постройте треугольник, вершины которого ле
жат на фиксированной окружности.

б) Проведите окружность через три вершины фиксиро
ванного треугольника.

Построение, а) Проведём окружность с центром А , про
ходящую через точку В, построим на ней три точки С, В, В, 
отметим треугольник с вершинами С, В, Е.

б) Построим треугольник FGH, проведём окружность че
рез три его вершины.

Проверка. Статические чертежи к этим задачам вы
глядят одинаково, однако подвижные чертежи ведут себя 
совершенно по-разному! Если пошевелить вершины тре
угольника, то в задаче а) они будут «бегать» по непо-
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движной окружности, а в задаче б) будут двигаться как 
угодно, изменяя при этом саму окружность. В задаче а) 
надо зафиксировать окружность, для чего мы строим сна
чала её, а потом уже треугольник. В этом случае гово
рят, что окружность является предком, а треугольник — 
её потомком. В задаче б), наоборот, надо зафиксировать 
треугольник. Для этого мы сначала строим треугольник, 
а потом проводим окружность. В этом случае треугольник 
является предком, а окружность — его потомком.

Замечание. Возможен такой порядок решения этой задачи: 
сначала учитель демонстрирует школьникам два готовых чертежа 
и показывает разницу их поведения, «шевеля» вершины тре
угольников. Потом учитель вводит иерархию «предки-потомки» и 
вместе со школьниками строит аналогичные чертежи.

2. В фиксированную окружность впишите угол, опираю
щийся на фиксированную дугу (это значит, что точки пере
сечения сторон угла с окружностью фиксированы, а верши
на угла «бегает» по окружности).

Первое неверное «построение». Строят окружность по 
центру О и точке М, затем выбирают точку М  в качестве
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вершины угла. Тогда точка М  будет двигаться вместе со 
всей окружностью. Дело в том, что точка М  определяет са
му окружность, поскольку является для неё предком.

Второе неверное «построение». Строят окружность по 
центру О и точке М, затем отмечают на окружности точку В 
и проводят из неё два луча В А  и ВС, причём точки А и С 
отмечают не на окружности. Тогда при движении точки В 
по окружности неподвижными остаются точки А и С, а 
точки пересечения лучей с окружностью движутся. Дело в 
том, что точки А и С являются предками лучей, поэтому 
именно они остаются неподвижными на лучах.

Построение. Сначала построим окружность по центру О 
и точке М, лежащей на окружности, затем отметим на 
окружности три новые точки А, В, С. Проведём лучи 
ВА и ВС.

Проверка. Будем двигать точку В. Она движется по 
окружности, окружность фиксирована, точки А и С тоже.

Замечание. Здесь хитрость состоит в том, что все три точки А, 
В, С надо отмечать на уже готовой окружности, тогда они будут 
потомками для окружности.

3. Зафиксирован острый угол. Постройте квадрат, у ко
торого две смежные вершины лежат на одной стороне угла,
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третья вершина лежит на другой стороне угла, а четвёртая 
вершина — внутри угла. Сколько может быть таких квадра
тов?

Построение. Построим угол (два луча с общей верши
ной). Выберем на стороне угла точку А, восстановим из неё 
перпендикулярную прямую к этой стороне угла, на пере
сечении прямой с другой стороной угла отметим точку В. 
Дальше возможны варианты.

Вариант 1. Из точки В проведём прямую, перпендику
лярную АВ, и на ней внутри угла отложим отрезок ВС, 
равный ВА. Для этого проведём окружность с центром В, 
проходящую через точку А , и на пересечении с прямой от
метим точку С. После этого скроем окружность, чтобы не 
загромождать чертёж (если мы скрываем объект, то его по
томки продолжают отображаться, а если удаляем , то все по
томки исчезают вместе с ним). Через точку С проведём пря
мую, параллельную ВА, на пересечении с первой стороной 
угла отметим точку D. Отметим ABCD как многоугольник 
и скроем вспомогательные прямые, чтобы чертёж хорошо 
«читался». (Для удобства проверки иногда лучше не скры
вать вспомогательные объекты, а отмечать их пунктиром, 
бледным цветом и т.д. В случае необходимости можно по
казать все скрытые объекты.)

Вариант 2. Воспользуемся готовым инструментом и на 
отрезке ВА построим квадрат.

Проверка. Перемещая точку А по стороне угла, будем 
для каждого её положения получать свой квадрат.

Замечание. Что будет, если потянуть чертёж за точку-потомка 
(например, В, С или В)? В «Геогебре» ничего не изменится. 
В «Живой математике» и «Математическом конструкторе» весь 
чертёж сдвинется как целое, не «деформируясь». Мы будем счи
тать, что чертёж в любой программе не зависит от потомков. 
Очевидно, фиксированные элементы надо строить раньше, чем 
подвижные, которые от них зависят .
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Задачи для самостоятельного решения

Ученики выполняют подвижные чертежи на компьюте
ре, учитель принимает их. Способ проверки чертежа учите
лем изложен в специальном разделе каждой задачи. Полез
но при проверке демонстрировать удобства качественного 
оформления чертежа («эту линию скроем, а эту выделим 
другим цветом — теперь легко видна ошибка»).

Указания школьникам. Чертёж должен хорошо читать
ся — используйте разные цвета, толщину линий, скрывайте 
вспомогательные линии. Буквы на чертеже должны быть 
такими же, как в условии.

4. Зафиксирован угол меньше 45 градусов. Постройте 
квадрат, у которого две смежные вершины лежат на одной 
стороне угла, третья вершина лежит на другой стороне 
угла, а четвёртая вершина — вне угла. Сколько может быть 
таких квадратов?
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5. Параллелограммом называют четырёхугольник, у ко
торого каждые две противолежащие стороны параллельны. 
Впишите в фиксированный треугольник АВС параллело
грамм так, что одна его вершина совпадает с вершиной А 
исходного треугольника, а другие три лежат на его сто
ронах. Сколько может быть таких параллелограммов для 
данного треугольника?

6. Хордой называют отрезок, концы которого лежат на 
окружности. Постройте две взаимно перпендикулярные 
хорды фиксированной окружности, проходящие через фик
сированную точку внутри окружности (не совпадающую с 
центром).

7. Впишите в фиксированный остроугольный треуголь
ник АВС прямоугольник так, чтобы одна сторона прямо
угольника лежала на отрезке АВ, а две оставшиеся верши
ны — на отрезках АС и ВС.

8. Постройте квадрат с фиксированным центром.
9*. Постройте правильный (равносторонний) треуголь

ник с фиксированным центром.

4. Сначала строим фиксированные элементы, в данном 
случае угол. Выберем на стороне угла точку А, восстановим 
из неё перпендикулярную прямую к стороне угла, на пере
сечении прямой с другой стороной угла отметим точку В. 
Далее можно воспользоваться готовым инструментом и на

Построения
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отрезке АВ построить квадрат ABCD, а затем скрыть пря
мую АВ.

D А\

Проверка. Перемещая точку А  по стороне угла, будем 
для каждого её положения получать свой квадрат. Точки 
В, С, D не влияют на чертёж.

Замечание. Если при построении квадрата выбрать точки А и В  
в неправильном порядке, то получим квадрат с четвёртой верши
ной внутри угла, как в задаче 3.

5. Начертим треугольник АВС. Отметим на стороне АВ 
точку D , проведём через неё прямую, параллельную сто
роне АС. На пересечении прямой со стороной ВС отметим 
точку Е. Из точки Е проведём прямую, параллельную АВ, 
на пересечении со стороной АС отметим точку F. Отметим 
параллелограмм ADEF как многоугольник и выделим его 
цветом, отличным от цвета треугольника АВС. Можно так
же скрыть прямые DE и EF.

Проверка. Перемещая точку D по стороне, будем для 
каждого её положения получать свой параллелограмм, впи
санный в треугольник. От точек Е л F ничего не зависит.

Замечание. Можно в качестве «стартовой» выбирать точку на 
стороне АС и даже на стороне ВС. В последнем случае можно через 
одну точку провести сразу обе прямые, параллельные сторонам.

6. Сначала построим окружность (по центру А  и точке В, 
лежащей на окружности), внутри неё отметим точку С.
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Затем проведём луч DC с вершиной D на окружности. 
На втором пересечении его с окружностью отметим точ
ку Е. Проведём хорду DE и скроем луч DC. Через точку С 
проведём прямую, перпендикулярную к DE> она пересечёт 
окружность в точках F и G. Проведём хорду FG и скроем 
прямую FG.

D

Проверка. При движении точки D по окружности обе 
хорды вращаются вокруг точки С, не меняя окружности! 
Точки Е , F , G не влияют на чертёж.

7. Построим треугольник АВС с острыми углами А и В. 
Отметим на стороне АВ произвольную точку Р, проведём 
через неё прямую, перпендикулярную к АВ. На пересече
нии прямой со стороной треугольника (пусть это будет сто
рона АС) отметим точку Q. Проведём через Q прямую, па
раллельную АВ, на пересечении со стороной ВС отметим 
точку R. Из R проведём прямую, перпендикулярную АВ, 
на пересечении с АВ поставим точку S. Построим четы
рёхугольник PQRS. Присвоим ему цвет, отличный от цвета 
треугольника АВС, скроем вспомогательные прямые.

Проверка. При движении точки Р по отрезку АВ пря
моугольник движется, сохраняя прямые углы и оставаясь 
вписанным в треугольник АВС. При шевелении точек Q, 
В, S прямоугольник не изменяется.

8. Отметим точку А — будущий центр. Инструмент «Ква
драт» применить не получится, поскольку он строит квад-
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рат по данной стороне. Воспользуемся тем, что диагонали 
квадрата пересекаются в его центре под прямым углом. 
Проведём прямую АВ и проведём через точку А  перпенди
кулярную ей прямую. Проведём окружность с центром в 
точке А, проходящую через точку В. Две прямые пересекут 
окружность в точках В, С, Z>, Е. Отметим многоугольник 
с вершинами в этих точках. Это и будет искомый квадрат. 
Теперь можно сделать пунктирными окружность и прямые 
АВ и АС.

Проверка. При движении точки В меняется размер квад
рата, он поворачивается относительно точки А , но точка А 
остаётся центром.

Замечание. У квадрата есть две «степени свободы»— размер 
и ориентация. И то и другое должно меняться! Также возможно 
построение, при котором размер квадрата будет зависеть от одной 
точки, а угол поворота — от другой.

9*. Отметим точку А  — будущий центр. Как и в предыду
щей задаче, готового инструмента нет. Воспользуемся тем, 
что отрезки, соединяющие вершины правильного треуголь
ника с его центром, образуют углы по 120° .  Проведём отре
зок АВ. Повернём его относительно точки А на угол 120°,  
появится отрезок АВ'. Проделаем с отрезком АВ ' ту же опе
рацию, появится отрезок АВ". Отметим треугольник с вер
шинами в точках ВВ'В". Это и будет искомый треугольник.

В
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Проверка. При движении точки В треугольник меняет 
размер и вращается вокруг точки А, однако А остаётся цен
тром.

Замечание. В свете этого решения предыдущую задачу 8 можно 
решить, построив отрезок АВ и трижды последовательно повернув 
его на 90° относительно точки А.

Другой подход — построить произвольную окружность с цен
тром А , построить на ней правильный шестиугольник с помощью 
шести равных окружностей, и отметить его вершины через одну.

В конце занятия полезно продемонстрировать дальнейшие 
возможности построенных чертежей: спросить, как изменяется 
угол АВС в задаче 2 при движении точки В, и измерить его (см. 
задачу Д46); спросить, по какой траектории движется точка С в 
задаче 3 и построить её след (см. задачу 3.2); спросить, у какого 
параллелограмма в задаче 5 площадь наибольшая, измерить её и 
найти точку Е, соответствующую максимуму (см. задачу ДЗО). Это 
мотивирует школьников на дальнейшую работу с динамической 
геометрией.

Общее замечание для учителя. Сравнение задач на построение 
подвижных чертежей, приведённых в этом занятии, с традици
онными задачами на построение, обычно решаемыми в 7 классе, 
приведено в таблице.

Категория задач В чём состоит 
задача

Какими инстру
ментами можно 
пользоваться

Определённость
решения

Традиционные 
задачи на пост
роение

Построить фи
гуру, в которой 
указанные эле
менты равны 
данным

Циркуль и ли
нейка

Решение опреде
лено однозначно 
(или имеется ко
нечное множест
во решений)

Задачи на пост
роение подвиж
ных чертежей

Построить под
вижную фигуру, 
в которой ука
занные элемен
ты фиксированы

Все инструмен
ты программ ди
намической гео
метрии (парал
лельная прямая, 
перпендикуляр, 
квадрат и т. д.)

Есть семейство 
решений

См. также дополнительные задачи Д1—Д9.

21



Занятие 2
Строим траектории точек и линий

На этом занятии мы научимся использовать один из 
мощных инструментов динамической геометрии — постро
ение следа. Это позволит нам достаточно рано ввести важ
нейшее понятие множества точек и поработать с ним 
пропедевтически, без доказательств (задачи на множества 
точек с доказательствами мы будем решать на занятии 5). 
Программы динамической геометрии позволяют рисовать 
след не только точки, но и линии. Это открывает новые воз
можности для геометрического эксперимента — например, 
легко можно построить семейство линий (задача 1 б)) и т. д.

1. Найдите в данной окружности множество а) середин 
хорд данной длины, б) хорд данной длины.

Эксперимент, а) Если вы экспериментируете на листе 
бумаги, вам придётся нарисовать несколько хорд (чем боль
ше — тем лучше). А если в программе, то достаточно по
строить одну и потом двигать её. Чтобы построить хор
ду фиксированной длины, используем шаблон. Построим 
окружность с центром О и отрезок PQ отдельно от неё, 
этот отрезок-шаблон будет задавать длину нашей хорды. 
Отметим на нашей окружности точку А  (это не должна 
быть точка-предок окружности!) и проведём окружность 
радиуса PQ с центром А. Одну из точек пересечения окруж
ностей назовём В, после чего скроем новую окружность, 
чтобы не загромождать чертёж. Построим отрезок АВ и 
отметим его середину М. Двигая точку А  по исходной 
окружности, получим движение хорды АВ при постоянстве 
её длины. Пусть точка М  оставляет след. Проведя точкой А 
по окружности, получаем след, похожий на окружность. 
Какая это окружность? В условиях задачи зафиксирована 
только одна точка — центр окружности О. Похоже, что у 
нас получилась окружность с тем же центром, что и
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данная, проходящая через точку М. Это предположение 
сделано «на глазок». Чтобы проверить его точнее, постро
им окружность по центру О и точке М  — она совпадёт со 
следом. Тем самым мы подкрепили нашу гипотезу1.

б) Теперь попросим саму хорду АВ оставлять след и со
вершим точкой А оборот по окружности — хорда закраши
вает некоторую двумерную область. (Линию, оставляющую 
след, удобно предварительно перекрасить в светлый тон, 
чтобы чертёж не слишком затемнялся.)

Глядя на границу этой области, поймём, что закраше
но кольцо между двумя концентрическими окружностями, 
одна из которых дана в условии, а вторая образована траек
торией точки М.

Замечание. Результат пункта а) легко доказать средствами 
7 класса. Пусть О — центр исходной окружности, R — её ради
ус. Тогда треугольник ОАВ равнобедренный, ОМ  — его медиана.

1Мы говорим о подкреплении гипотезы, а не о её подтверждении во избе
жание путаницы. Дело в том, что в естественных науках говорят, что гипотеза 
подтверждена, когда в математике говорят «гипотеза доказана». Мы же здесь 
не доказали гипотезу, а только проверили её для частного случая, т. е. сделали 
«более убедительной».
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Возьмём другое положение хорды А'В '. Треугольник О А! В' равен 
треугольнику ОАВ по трём сторонам. Следовательно, и медиа
на ОМ' равна медиане ОМ. Поэтому искомое множество состоит 
из точек, равноудалённых от точки О, т. е. является окружностью, 
концентрической данной.

2 (ч). Даны две перпендикулярные прямые ОА и ОВ и 
точка С внутри угла АОВ. Рассмотрим все такие прямо
угольники CDME, что вершина D лежит на прямой ОА, а 
вершина Е — на прямой ОВ. Найдите множество точек М.

Эксперимент. Построим указанные прямые ОА и ОВ и 
точку С. Понятно, что точку D на прямой ОА можно вы
брать произвольно, а дальше прямоугольник CDME достра
ивается однозначно. Отметим на прямой О А  произвольную 
точку D, построим отрезок CD и перпендикулярную ему 
прямую р  через точку С. Точку пересечения прямых р и ОВ 
назовём Е. Проведём через Е прямую, параллельную CD, а 
через D — прямую, параллельную СЕ. Точку их пересече
ния назовём М. Отметим четырёхугольник CDME, а вспо
могательные прямые скроем. Попросим точку М  оставлять 
след и будем двигать точку D по прямой ОА. Получим след,

24



похожий на прямую. Что можно сказать про эту прямую? 
Она проходит через точку О. Может быть, это биссектрисы 
вертикальных углов, образованных пересечением О А  и ОБ? 
Построим биссектрисы и увидим, что они не совпадают с 
прямой (а если совпадают, то сдвинем точку С с биссектри
сы угла АОВ и построим траекторию заново). Какие пара
метры могут определять траекторию? У нас есть всего одна 
фиксированная точка, не лежащая на прямых ОА и ОБ, — 
это точка С. Проведём прямую ОС. Похоже, что наша пря
мая ей перпендикулярна. Для подкрепления гипотезы по
строим прямую, проходящую через точку О и перпендику
лярную ОС, — она совпадёт со следом. Итак, мы подкре
пили гипотезу о том, что множество точек М  — это пря
мая k, проходящая через точку О и перпендикулярная СО.

Задачи 3—5 и 7 этого занятия сформулированы на языке 
множеств («рассматривают все отрезки, найдите множество 
их середин»), а задача 6 — на «динамическом» языке («вер
шина бегает по окружности, найдите траекторию точки»). 
Ученики должны научиться переводить задачу с языка мно
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жеств на «динамический» язык и строить соответствующий 
подвижный чертёж.

Если ученик формулирует неполную гипотезу, надо за
дать уточняющий вопрос: «Какая именно окружность?», 
«Где лежат концы отрезка?». Обратите его внимание на 
исходные данные задачи: «Какие точки в задаче неподвиж
ны? Выразите ответ через них».

При этом формируется навык однозначно описывать сло
вами наблюдаемые явления — он очень помогает в работе с 
определениями и формулировками теорем.

Если гипотеза неверна, лучше продемонстрировать это 
не словами, а вариациями чертежа (например, если в за
даче 7 школьникам показалось, что искомое множество то
чек лежит на высоте треугольника, то полезно построить 
это множество для треугольника, «далёкого от равнобедрен
ного»).

Задачи для самостоятельного решения

Указания школьникам. Надо 1) построить подвижный 
чертёж; 2) найти траекторию точки подвижного чертежа; 
3) описать траекторию через фиксированные элементы чер
тежа; 4) выдвинув гипотезу, подкрепить её: построить ука
занную вами линию и проверить, что она совпадает с траек
торией подвижной точки; 5) подкреплённую гипотезу сдать 
учителю.

3. В треугольнике АВС рассматривают все отрезки BZ>, у 
которых конец D лежит на стороне АС. Найдите множество 
середин таких отрезков.

4. На окружности с центром О дана точка А. Рассмат
ривают все хорды, одним из концов которых является точ
ка А. Найдите множество середин таких хорд. (В отличие 
от задачи 1, здесь длина хорды меняется!)

5. Даны точки A is. В. Рассматривают все прямые ВС, 
проходящие через точку В, и перпендикуляры, опущенные 
на них из точки А. а) Найдите множество точек D — ос
нований перпендикуляров, б) Найдите множество точек В, 
симметричных точке А  относительно всех прямых ВС.
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6. Дана окружность, на ней зафиксированы точки А и В 
и «бегает» точка С. Найдите траекторию точки пересечения 
высот треугольника АВС.

7. В данный остроугольный неравнобедренный треуголь
ник вписывают все прямоугольники, у которых две верши
ны лежат на основании и по одной — на боковых сторонах. 
Найдите множество точек пересечения диагоналей этих 
прямоугольников.

Эксперименты

3. Начертим указанные треугольник АВС и отрезок BD 
и построим точку М  — середину отрезка BD. Попросим точ
ку М  оставлять след. Подвинем точку В от А до С. Точка М  
нарисует траекторию, похожую на отрезок, соединяющий 
середины сторон ВА и ВС. Для подкрепления гипотезы от
метим середины сторон ВА и ВС и соединим их отрезком — 
он совпадёт с нашей траекторией.

В

Замечание. Также школьники могут выдвинуть гипотезу, что 
это отрезок, параллельный АС. Тогда можно добиться от них уточ
нения о том, что один из концов отрезка лежит на середине сторо
ны АВ или ВС, и подкрепить его построением. Заодно получится 
подготовка к теореме о средней линии.

4. Строим окружность с центром О, проводим хорду АВ, 
строим её середину М, просим точку М  оставлять след. Дви
гаем хорду за конец В, пока она не «заметёт» всю окруж
ность. Траектория точки М  похожа на окружность. Какую 
именно окружность? Изначально в задаче зафиксированы 
всего две точки — А и О. Похоже, что это окружность, по
строенная на отрезке АО как на диаметре. Для подкреп
ления этой гипотезы проведём отрезок АО, отметим его се
редину L и построим окружность с центром L, проходящую
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через точку А. Эта окружность совпадёт с нашей траекто
рией!

В

Замечание. Можно положение центра траектории не угады
вать, а определить «инструментально», построив окружность 
по трём точкам — А , О и середине М  произвольной хорды АВ, 
отличной от диаметра.

5. а) Отметим точки А и В, проведём через В прямую ВС, 
построим из точки А к ВС перпендикулярную прямую, от
метим основание перпендикуляра D и попросим точку D 
оставлять след. Будем вращать прямую ВС за точку С (во
круг точки В). Траектория точки D похожа на окружность, 
построенную на отрезке АВ как на диаметре. Для под
крепления гипотезы отметим О — середину отрезка АВ и 
построим окружность с центром О, проходящую через точ
ку А. Она совпадёт с нашим следом.

б) Используем чертёж к пункту а). Точку Е построим, 
продлив отрезок AD на его длину. Для этого проведём 
окружность с центром В, проходящую через точку А, вто
рую точку пересечения прямой AD с окружностью назо
вём В, попросим её оставлять след. Окружность скроем, 
чтобы не загромождать чертёж. При вращении прямой ВС 
вокруг точки В получим траекторию, похожую на окруж
ность с центром В, проходящую через точку А. Для под
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крепления гипотезы построим такую окружность — она 
совпадёт со следом.

6. Построим окружность, отметим на ней три точки А , 
В и С (точка С не должна совпадать с точкой — предком 
окружности!), отметим треугольник АВС. Проведём высо
ты AL и ВК (почему достаточно двух?) — для этого постро
им перпендикулярные прямые из точки А к ВС и из точ
ки Б к АС, соединим отрезками вершины с основаниями 
перпендикуляров и скроем прямые. Назовём точку пере
сечения высот if ,  попросим её оставлять след. Будем дви
гать точку С по окружности и смотреть на траекторию точ
ки if . Она похожа на окружность, проходящую через точки 
А и В и того же радиуса, что и исходная окружность. Для 
подкрепления гипотезы можно выбрать окружность указан
ного радиуса и совместить её с траекторией (соответствую
щий инструмент есть в «Геогебре» и «Матконструкторе»). 
Или же отобразим исходную окружность симметрично от
носительно прямой АВ — полученная окружность совпадёт 
с траекторией.

7. Построение аналогично задаче 1.7. Перемещая точ
ку Р по отрезку АБ, заметим, что в одном граничном по
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ложении прямоугольник совпадает с основанием треуголь
ника АБ, а в другом — с высотой СН. Проведём диагона
ли PR и QS, отметим точку их пересечения К , попросим 
её оставлять след. Траектория точки К  похожа на отрезок 
ОМ, где М  — середина АВ и О — середина СН. Для подкреп
ления гипотезы построим отрезок ОМ — он совпадёт со сле
дом.

С

Это занятие посвящено технике эксперимента, поэтому 
задачи для него отбирались на основании конструкций, а не 
доказательств. К этим задачам полезно возвращаться, когда 
у школьников появятся средства для доказательств гипо
тез. На этот случай ниже приведены решения задач. Для 
краткости доказательства приводятся только в одну сторо
ну: доказано включение искомого множества точек в мно
жество точек фигуры, указанной в ответе, но не доказано, 
что каждая точка фигуры из ответа принадлежит искомому 
множеству (исключение составляет задача 2, в которой это 
доказательство нетривиально).

1. а) См. замечание после задачи, б) Обозначим ради
ус исходной окружности Б, а радиус новой — г. На данной 
хорде АВ точка М  — ближайшая к центру окружности — 
находится на расстоянии г от него, а точки А и Б — самые 
удалённые от точки О — на расстоянии R. Когда хорда де
лает оборот, её точки заметают все точки плоскости, рассто
яние от которых до точки О меняется в пределах от г до Б, 
т. е. указанное кольцо.

2. 1. Докажем, что вершина М  прямоугольника лежит на 
прямой k. Пусть Р — середина диагонали СМ (и DE). Тогда 
ОР — как медиана прямоугольного треугольника DOE.
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Однако DE =  СМ как диагонали прямоугольника. Отсюда 

следует, что ОР =  т>СМ, а значит, треугольник СОМ пря

моугольный с прямым углом СОМ.
2. Докажем, что любая точка М  прямой k является вер

шиной одного из прямоугольников. Построим окружность 
с диаметром СМ, центром этой окружности будет точка Р. 
Окружность пройдёт через точку О, так как угол СОМ 
прямой. Так как расстояние от Р до каждой из прямых 
ОА и ОВ меньше, чем радиус РО, окружность вторич
но пересекает прямые ОА и ОВ. Обозначим точки пере
сечения D и Е. Заметим, что, поскольку треугольники 
DOP и ЕОР равнобедренные, сумма углов ODP и ОЕР равна 
90°, следовательно, точки D, Р и Е лежат на одной прямой. 
Тем самым в четырёхугольнике CDME диагонали равны и 
точкой пересечения делятся пополам, следовательно, это 
прямоугольник.

Если точки М  и О совпадают, то искомым является пря
моугольник, стороны CD и СЕ которого соответственно пер
пендикулярны прямым О А  и ОВ.

3. Докажем, что средняя линия треугольника делит по
полам любой отрезок, соединяющий вершину с точкой на 
основании. Это и будет означать, что искомое множество 
середин — это средняя линия. Назовём среднюю линию LK. 
Рассмотрим угол ABD. Поскольку прямая LK  параллель
на АС, а точка L делит сторону АВ пополам, точка М  делит 
пополам сторону BD по теореме Фалеса.

4. Треугольник АОВ равнобедренный, ОМ — медиана, а 
значит, высота. При пробегании точкой В окружности по
лучаем множество точек М, для которых угол АМО пря
мой. Это множество — окружность, построенная на АО как 
на диаметре, кроме точек А и О. Но точка М  совпадает 
с точкой А, когда В стремится к А, а с точкой О — когда 
АВ становится диаметром. Поэтому в ответе получаем пол
ную окружность.

5. а) Искомое множество является объединением мно
жества точек, из которых отрезок АВ виден под прямым 
углом, и точек А и В, т. е. это окружность с диаметром АВ.
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б) Из симметрии следует, что BA = BE для произвольной 
точки Е. Тем самым точка Е лежит на окружности, для 
которой АВ является радиусом, а точка В — центром.

6. См. решение задачи Д39 а).
7. Рассмотрим прямоугольник PQRS (см. рисунок). По

скольку PQ || СН, а АО — медиана треугольника АСН , АО 
делит PQ пополам в точке D. Аналогично ВО делит RS по
полам в точке Е. В треугольнике АОВ имеем DE || АВ, сле
довательно, медиана ОМ делит отрезок DE пополам. Заме
тим, что в прямоугольнике середина средней линии совпа
дает с точкой пересечения диагоналей. Тем самым точка 
пересечения диагоналей прямоугольника PQRS лежит на 
отрезке ОМ.

С

См. также дополнительные задачи ДЗЗ—Д44.
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Занятие 3
Метод освобождения точки

На этом занятии мы научимся решать задачи на построе
ние с помощью метода освобождения точки, а также закре
пим умение догадываться о виде траектории.

Многие непростые геометрические задачи на построение 
легко решаются в программах динамической геометрии с 
помощью такого необычного метода: освобождаем точку X  
в неподвижном чертеже, строим соответствующий подвиж
ный чертёж и выбираем его нужное положение (прикид
ка). Это положение определяется точкой пересечения тра
ектории точки X  подвижного чертежа с линией, на которой 
должна лежать точка X  по условию задачи — тому, которое 
мы опустили при освобождении точки X  (эскиз). Построив 
указанные линии и точку их пересечения, получим компью
терное решение задачи.

Решая задачи этой главы, мы будем доходить только до 
компьютерных решений. О «бумажных» решениях этих за
дач (с помощью геометрических преобразований) рассказа
но в конце занятия.

1. Даны угол и точка А внутри него. Проведите отрезок, 
концы которого лежат на сторонах угла, а середина совпа
дает с точкой А.

Решение. Построим угол БОС и точку А  внутри него. 
Отметим точку D на луче ОБ, проведём луч БА, постро
им окружность с центром А, проходящую через точку D . 
Обозначим вторую точку пересечения луча DA и окружно
сти через Е. Имеем DA =  АЕ . Скроем окружность, чтобы не 
загромождать чертёж. Будем двигать точку D и добьёмся 
того, чтобы точка Е попала на луч ОС. Такое построение на
зовём прикидкой. Прикидка позволяет понять, как может 
выглядеть решение, она точнее, чем чертёж, построенный
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«на глазок». Однако мы хотим достичь большего, напри
мер, узнать количество решений задачи.

Для этого проследим за траекторией точки Е. Чтобы 
удобнее было это делать, попросим точку Е оставлять след. 
Вновь проведём точкой D по лучу — точка Е прорисует 
след. Он также имеет вид луча. Точка пересечения следа 
с лучом ОС единственна и соответствует концу искомого 
отрезка. Такое построение назовём эскизом. Эскиз позволя
ет понять количество решений задачи, однако у него тоже 
есть ограничения: линия следа довольно толстая, точку на 
её пересечении с лучом ОС поставить нельзя. Если луч ОС 
сдвинуть, то след перестанет соответствовать чертежу — его 
придётся прорисовывать заново.

Чтобы получить компьютерное решение, попробуем по
лучить траекторию точки Е с помощью построений, а не 
следа. Это луч, проходящий через произвольное положение 
точки Е параллельно лучу ОБ (или же соединяющий два 
произвольных положения точки Е). Построив его, убедим
ся, что он совпадёт со следом. Теперь мы можем завершить
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компьютерное решение задачи: отметим на пересечении но
вого луча с ОС точку Е i и достроим искомый отрезок D iE \. 
При варьировании исходного угла и положения точки А 
компьютерное решение будет оставаться решением.

Замечание. Искомый отрезок DE должен удовлетворять таким 
требованиям: 1) точка D лежит на луче ОБ; 2) точка Е лежит 
на луче ОС; 3) точка А  делит отрезок DE пополам. Удовлетво
рить сразу трём условиям было трудно, поэтому мы отказались от 
одного из них (второго) и вместо одного отрезка получили целое 
семейство отрезков DE , после чего выбрали из этого семейства тот 
отрезок, который удовлетворяет условию 2. Такой метод построе
ния чертежей называется методом освобождения точки1.

2. В данный остроугольный треугольник впишите квад
рат так, чтобы две смежные вершины квадрата принадле
жали одной стороне треугольника, а остальные две верши
ны — двум оставшимся сторонам.

Решение. Построим треугольник АВС. Искомый квад
рат PQRS должен удовлетворять следующим требованиям: 
1) точки Р и S принадлежат отрезку АВ; 2) точка Q при
надлежит отрезку АС; 3) точка R принадлежит отрезку ВС. 
Опустим условие 3. Тогда нам надо вписать квадрат в 
угол ВАС. Сделаем это согласно задаче 1.3, начиная с 
точки Р. Теперь, двигая точку Р по отрезку АВ, будем 
получать разные квадраты, в том числе подходящий, с 
вершиной R на отрезке ВС, — получим прикидку. 1

1 Метод освобождения точки является частным случаем метода ослабления 
условий , суть которого в том, что для построения нужного решения мы вре
менно отказываемся от одного из условий, решаем задачу без этого условия, а 
затем по полученному решению или серии решений строим искомое. Подробнее 
см. [15, занятие 6].
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Попросим точку R оставлять след и получим луч, вы
ходящий из вершины А  (он не совпадает с биссектрисой 
угла А, как обычно предполагают школьники). Точка на 
пересечении луча с отрезком ВС соответствует вершине ис
комого квадрата — получаем эскиз.

. . . . . . .   ..  ,  ....               ..,

•А, -V. к  •©. ©; ч  X  ?=,
* i Л с -

Чтобы получить компьютерное решение, построим луч 
из вершины А, проходящий через текущую вершину R. На 
пересечении его с отрезком ВС отметим точку R\. Из R\ 
опустим перпендикуляр на АВ и по отрезку по
строим квадрат P1 Q1 R1 S 1 . Этот квадрат искомый. Решение 
единственное, так как есть только одна точка пересечения 
луча AR  с отрезком ВС.
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3. Даны окружность и отрезок АВ, длина которого мень
ше диаметра окружности. Постройте хорду окружности, 
равную и параллельную отрезку АВ.

Решение. Построим окружность и отрезок АВ. Требует
ся построить отрезок CD, удовлетворяющий трём услови
ям: 1) точка С лежит на окружности; 2) точка D лежит 
на окружности; 3) отрезок CD равен и параллелен отрез
ку АВ. Временно откажемся от условия 3. Отметим точ
ку С на окружности, проведём через неё прямую, парал
лельную отрезку АВ. Отложим на этой прямой от точки С 
отрезок CD, равный АВ (например, с помощью окружности, 
которую потом скроем). Теперь будем перемещать точку С 
по окружности, пока точка D не попадёт на окружность 
(прикидка).

Попросим точку D оставлять след, вновь проведём точ
кой С по всей окружности — точка D прорисует след. Он 
также имеет форму окружности. Каждая из точек пересе
чения двух окружностей D\ и Z>2 соответствует концу иско
мого отрезка (эскиз). Мы видим, что у задачи два решения: 
C\D\ и C2 D2 .
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Чтобы получить компьютерное решение, поймём, как 
окружность следа связана с исходной окружностью. Каж
дая её точка получается сдвигом точки данной окружности 
на расстояние АВ в направлении от А к В. Естественно 
предположить, что и центр получается таким же сдвигом 
(в 9 классе будет дано строгое определение сдвига и этот 
факт будет доказан). Построим центр новой окружности 
и проведём её с таким же радиусом. Окружность пройдёт 
поверх нашего следа. Теперь мы можем отметить две точки 
пересечения окружностей, провести через них прямые, 
параллельные АВ, и достроить точные решения задачи. 
Если откладывать отрезок, равный АВ, в другую сторону 
от точки С, то мы получим те же два решения C\Di и C2 D2 .

Замечание. Какое именно условие следует опускать, применяя 
метод освобождения точки? Как видно из названия метода, опус
кают условие принадлежности точки прямой (кривой). А вот 
условия параллельности, равенства или отношения отрезков, 
фиксированных углов, фиксированной формы сохраняют.

Впрочем, в задаче 3 можно поступить по-другому: отказать
ся от условия параллельности, построить множество хорд данной 
длины, а затем выбрать из них те, которые параллельны АВ. В за
даче 2.1 мы строили множество хорд данной длины, его грани
цей была окружность, концентрическая данной. Чтобы выбрать из 
множества хорд подходящие, можно построить касательные к об
разовавшейся окружности, параллельные данной прямой. Таких 
касательных две, на них и лежат искомые хорды1.

На этом занятии можно регулировать «глубину погруже
ния». В зависимости от силы учащихся, сложности задачи

гСм. также два решения задачи Д17.

А  В

Задачи для самостоятельного решения
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и наличия времени можно требовать компьютерного реше
ния или ограничиваться эскизом. Школьникам достаточно 
указать, сколько решений может иметь задача (число реше
ний равно количеству точек пересечения соответствующих 
линий). Исследовать параметрическую зависимость коли
чества решений от входных данных в этом возрасте ещё 
нецелесообразно.

4. Даны угол и точка А внутри него. Проведите отрезок, 
концы которого лежат на сторонах угла, а точка А  делит 
его в отношении 1 :2 .

5. Даны две пересекающиеся прямые и отрезок АВ, не 
параллельный этим прямым. Соедините прямые отрезком, 
равным и параллельным АВ.

6. В данный остроугольный треугольник АВС впишите 
равносторонний треугольник так, чтобы одна из его сторон 
была параллельна АВ.

7. Даны прямая, две окружности по разные стороны от 
неё и отрезок данной длины. Постройте равнобедренный 
треугольник так, чтобы вершины его основания лежали на 
данных окружностях, а высота, проведённая к этому осно
ванию, была равна данному отрезку и лежала на данной 
прямой.

8. Даны точка А и окружности шi и ^ ,  Постройте квад
рат ABCD, так чтобы вершина В лежала на окружности
а вершина а) С, б) D — на окружности и 2 .

Решения

4. Построим угол ВОС, отметим внутри него точку А. 
Нам надо построить такой отрезок DE , что 1) точка D 
принадлежит лучу ОВ; 2) точка Е принадлежит лучу ОС; 
3) точка А лежит на отрезке DE , причём DA : АЕ =  1 : 2 .  
Как и в задаче 1, временно откажемся от требования 2. 
Отметим на луче ОВ произвольную точку О, построим 
луч DA, проведём окружность с центром А, проходящую 
через точку О, и обозначим через F вторую точку её пе
ресечения с лучом DA. Проведём ещё одну окружность — 
с центром F , проходящую через точку А. Вторую точку её
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пересечения с лучом DA назовём Чтобы не загромождать 
чертёж, скроем окружности и точку F.

Подвигаем точку D по лучу О В так, чтобы точка Е попа
ла на луч ОС (прикидка).

Попросим точку Е оставлять след и прорисуем его, дви
гая точку D по лучу ОВ. Пересечению следа с лучом ОС 
соответствует конец Е\ искомого отрезка (эскиз).

В

Чтобы получить компьютерное решение, заметим, что 
след точки Е — это луч, параллельный ОВ. Построим пря
мую, проходящую через произвольное положение точки Е 
параллельно лучу ОВ. На пересечении этой прямой с лу
чом ОС отметим точку Е \, проведём луч и на пе
ресечении лучей Е\А  и ОВ отметим точку D \. Решение 
единственно.

5. Построим две пересекающиеся прямые и и отре
зок АВ, отметим точку С на прямой Временно откажем
ся от принадлежности конца отрезка прямой т. Проведём 
через С прямую I, параллельную АВ, и построим окруж
ность с центром С и радиусом АВ. Две точки пересечения 
окружности с прямой I назовём и Двигая точку С по 
прямой k, добьёмся того, чтобы точка D попала на прямую 
т, получим прикидку. Далее добьёмся того, чтобы точка Е 
попала на т, получим вторую прикидку.

Попросим точки Dи Еоставлять след, они пересекут 
прямую т в точках D\ и Е \, которым соответствуют два 
эскиза.

Чтобы получить компьютерное решение, заметим, что 
траектория точки D — прямая, параллельная к. Проведём 
прямую р, параллельную к, через произвольное положение
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точки D. На пересечении прямой р  с прямой т отметим 
точку £>i и восстановим отрезок CiDi. Аналогично — с 
точкой Е. Итого два решения.

Если отметить точку С на прямой т и дальше выполнить 
аналогичные построения, получим те же самые решения.

6. Временно откажемся от принадлежности одной из 
вершин искомого треугольника стороне данного. Постро
им указанный треугольник АВС, отметим на стороне АС 
точку Р, проведём через неё прямую, параллельную АВ. 
На пересечении прямой с ВС отметим точку Q. Построим 
равносторонний треугольник PQR по стороне PQ так, что 
R и С лежат по разные стороны от PQ. Перемещая точ
ку Р по стороне АС , выберем такое её положение, чтобы 
R попала на АВ (прикидка).

Попросим точку R оставлять след. Вершина искомого 
треугольника находится на пересечении траектории с от
резком АВ (эскиз).

В

Траектория точки R является лучом, выходящим из точ
ки С. Построим такой луч, проходящий через произвольное 
положение точки R. На пересечении полученного луча с от-
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резком АВ отметим точку i?i. Проведём из Ri лучи парал
лельно RP и RQ. На их пересечении с АС и ВС отметим 
точки Pi и Qi. Треугольник PiQiRi даёт искомое компью
терное решение, оно единственно.

7. Построим указанные прямую ft, две окружности шi 
и ^ 2 , а также отрезок PQ. Нам надо построить такой тре
угольник АВС (АВ = АС), что высота АН  равна PQ и лежит 
на прямой ft, вершина В принадлежит окружности а 
вершина С — окружности Временно откажемся от по
следнего условия. Отметим на окружности шi точку В, про
ведём из неё перпендикулярную прямую к прямой ft, от
метим Н  — основание перпендикуляра. Поскольку в равно
бедренном треугольнике высота, проведённая к основанию, 
совпадает с медианой, получаем, что ВН = СН. Проведём 
окружность с центром Н, проходящую через точку В. Вто
рую точку её пересечения с прямой ВН обозначим через С. 
Чтобы не загромождать чертёж, скроем последнюю окруж
ность. Отложим на прямой ft от точки Н  отрезки, равные PQ 
(например, с помощью окружности с центром Н  и радиу
сом PQ, которую потом скроем). Обозначим вторые концы 
отрезков через А и А'. Построим треугольники АВС и А ’ВС. 
Двигая вершину В по окружности, добьёмся того, чтобы 
вершина С попала на окружность ио2 (прикидка).

Теперь попросим точку С оставлять след и подвигаем 
точку В. Точка С нарисует окружность. Каждой точке 
пересечения получившейся окружности с окружностью 
lo2 соответствует вершина С искомого треугольника. Эскиз 
готов.

42



Чтобы осуществить компьютерное решение, построим 
окружность ои[, равную cji, с центром, симметричным цен
тру uji относительно прямой fe, — она совпадёт со следом. 
Точки пересечения этой окружности с си2 обозначим С\ и 
С2, достроим по ним треугольники.

Задача имеет 0, 2 или 4 решения — вдвое больше, чем то
чек пересечения у окружностей си[ и си2 (каждой точке пере
сечения С соответствуют два треугольника — АВС и А'ВС).

8. Построим точку А  и окружности ш\ и и2, отметим на 
окружности произвольную точку В. Построим на отрез
ке АВ квадрат ABCD. Выберем такое положение точки В, 
при котором точка С (D) принадлежит си2 (прикидка). По
просим точку С (D) оставлять след. Когда точка В пробегает 
окружность ui, точка С (В) также будет пробегать окруж
ность lus (сс;4). Каждой общей точке окружностей си2 и из 
соответствует решение задачи (эскиз).

На отрезке АВ можно построить два квадрата по разные 
стороны от АВ, при этом получаются две окружности сиз 
и cj's. Поэтому задача может иметь от 0 до 4 решений.

Замечание. При решении задач 4, 5, 7, 8 в «Геогебре» можно 
заменять данные прямые, лучи или окружности на произвольные 
кривые. Ход решения не изменится, зато будет развенчан стерео
тип, что в геометрии можно работать только с прямыми и окруж
ностями.

к к к

Мы довели задачи до компьютерного решения. Чтобы 
получить решения задач в традиционном смысле, надо
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понять, с каким множеством точек совпадает траектория 
подвижной точки (как правило, это хорошо известная ли
ния или фигура), и доказать это. Чаще всего помогает 
знание различных ГМТ и умение работать с ними. В более 
старших классах доказательству поможет рассмотрение 
следов как образов других множеств при движениях плос
кости и гомотетиях.

Перечислим по порядку преобразования, которые осу
ществляются в задачах этого занятия.

1. Центральная симметрия луча ОВ относительно точ
ки А.

2. Гомотетия квадрата PQRS относительно точки А.
3. Параллельный перенос окружности на вектор АВ.
4. Гомотетия луча О В относительно точки А  с коэффи

циентом —2.
5. Параллельный перенос прямой к на векторы АВ и 

-А В .
6. Гомотетия треугольника PQR относительно точки С.
7. Осевая симметрия окружности и)\ относительно пря

мой к.
8. а) Поворот окружности на угол 90° относительно 

точки А  (либо по, либо против часовой стрелки).
б) Поворот окружности lji на угол 45° относительно точ

ки А  (либо по, либо против часовой стрелки) и последующая 
гомотетия относительно точки А  с коэффициентом у/2. Эта 
композиция преобразований называется поворотной гомо
тетией.

Покажем для примера, как завершить решение задачи 1.
Поскольку точки D vlE д о л ж н ы  быть симметричны отно

сительно точки А  и точка D принадлежит лучу ОВ, точка Е 
должна лежать на луче О'В', симметричном лучу ОВ отно
сительно А. Построив луч О'В', найдём точку его пересече
ния с ОС (она всегда есть), это и будет точка Е. Отрезок ED 
достраиваем очевидным образом.

Можно поставить цель довести все задачи до «бумажно
го» решения, тогда получится такая схема: в результате 
компьютерных построений угадать решающее преобразо
вание, доказать его законность и сформулировать после

44



довательность построений, приводящую к искомой фигуре 
(подробнее см. статью [6]). В этом случае может быть целе
сообразно разбить это занятие на два. В первом (8 класс) 
дать только задачи на осевую и центральную симметрии 
как наиболее простые и рано вводимые движения (3.1, 3.7, 
Д10, Д13 а), в), Д14, Д16). Во втором (9 класс, после то
го как введены определения и свойства соответствующих 
преобразований) — задачи на гомотетию, поворот и парал
лельный перенос (3.2—3.6, 3.8, Д15, Д19).

См. также дополнительные задачи Д10—Д23. Дополни
тельные задачи Д10—Д15 аналогичны приведённым в гла
ве. Задачи Д16—Д20 а), Д21 а) сложнее, в них решающее 
преобразование неочевидно. В задачах Д20 б), Д21 б), Д22, 
Д23 решающее преобразование не относится к классам пре
образований движения или гомотетии, так что приходится 
ограничиваться компьютерным решением.
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Занятие 4
Измерения на чертеже. Задачи 

на минимум и максимум-1

На этом занятии мы будем с помощью измерений решать 
задачи на нахождение минимумов и максимумов расстоя
ний и их сумм. Всем учителям знакома такая попытка ре
шения задачи на построение: «...и будем двигать прямую, 
пока она не займёт нужное положение». При использова
нии подвижных чертежей этот наивный подход даёт пер
вый шаг к решению!

1. Даны окружность и точка А  внутри неё. Проведите 
через точку А  хорду а) наибольшей длины, б) наименьшей 
длины.

Эксперимент. «На глаз» провести нужную хорду нетруд
но. Однако нам нужно точное решение. Построим окруж
ность и точку А  внутри неё. Проведём сначала произволь
ную хорду через точку А . Для этого один её конец поме
стим в произвольную точку В на окружности, а второй — в 
точку С пересечения окружности с лучом ВА. Выведем на 
экран длину хорды ВС. Перемещая точку В по окружности, 
подберём такие её положения, при которых длина отрез
ка ВС окажется наибольшей и наименьшей. Допустим, мы с 
хорошей точностью нашли искомое расположение хорд для 
данной окружности и точки. Но что мы будем делать, если 
нам предложат эту задачу для других окружности и точки? 
Не хочется каждый раз заново измерять отрезки и подби
рать хорду, хочется понять, что всегда выделяет искомую 
хорду среди всех хорд. Назовём центр окружности О (при 
решении задач с окружностью всегда полезно отметить её 
центр!). Легко заметить, что наибольшая хорда проходит 
через точку О, а наименьшая хорда перпендикулярна от
резку О А. Для подкрепления этой гипотезы проведём пря
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мую через точку А  перпендикулярно прямой ОА, измерим 
длину соответствующей хорды и проверим, что длина лю
бой другой хорды больше.

Решение. Будем использовать тот факт, что чем бли
же хорда к центру данной окружности, тем она длин
нее. Теперь наша задача — провести хорду через точку А 
соответственно на наименьшем или наибольшем рассто
янии от точки О. Наименьшее расстояние равно нулю, 
следовательно, это будет хорда, проходящая через О, т. е. 
диаметр. Чтобы получить наибольшее расстояние, про
ведём прямую ОА и проведём через точку А  хорду ВС 
перпендикулярно этой прямой. Докажем, что ВС — самая 
удалённая от центра хорда среди всех, проходящих через А.
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Действительно, проведём через точку А  произвольную хор
ду В'С' и опустим на неё перпендикуляр ОН. Расстояние 
от центра окружности до ВС равно О А , а до В'С  — ОН. 
Но в прямоугольном треугольнике ОНА катет ОН короче 
гипотенузы О А.

Замечание. Самое сложное — сформулировать гипотезу, т. е. 
догадаться, как положение искомой точки или прямой определя
ется положением точек и прямых, зафиксированных в условии. 
Для этого нужно уметь быстро выделять в задаче фиксированные 
элементы. Например, в предыдущей задаче зафиксированы две 
точки — О и А. Осознав это, дальше нетрудно догадаться, как 
именно искомые хорды определяются этими точками.

2. Дан неравнобедренный треугольник АВС. Проведите 
через точку А  прямую, равноудалённую от точек1 В и С.

Эксперимент. Строим треугольник АВС, проводим через 
точку А произвольную прямую* 2 р, проводим из точек В и С 
перпендикулярные прямые к р. Соединяем точки В и С с 
основаниями перпендикуляров К  и i f ,  выводим на экран 
длины перпендикуляров ВК  и СН. Далее можно сравни
вать их длины, следя за разностью ВК — СН. Учителю для 
демонстрации удобно визуализировать объект наблюдения: 
выведем на экран модуль разности |ВК — СН | и построим 
отрезок PQ, равный по длине этой величине3.

Вращая прямую р, найдём такое её положение, при ко
тором ВК — СН поменяет знак (а отрезок PQ стянется в точ
ку). Это случится дважды. Как при этом расположена пря
мая р относительно фиксированных точек А, В и С? Пред
положим, что в одном случае прямая р параллельна ВС, а во 
втором — прямая р проходит через середину отрезка ВС. 
Для подкрепления этой гипотезы построим прямую, содер
жащую медиану AL треугольника АВС, и прямую, прохо
дящую через точку А параллельно ВС, и целенаправленно

*Эта задача не про экстремумы, однако и техника исследования и методы 
доказательства тут такие же, как в других задачах этого занятия.

2Удобнее всего сделать так: построить маленькую окружность с центром А, 
на ней отметить точку D , окружность скрыть, провести прямую A D  == р .  Пря
мую р  можно двигать, двигая точку D  по окружности.

3В «Геогебре» для этого есть удобный инструмент «Отрезок с фиксирован
ной длиной», который позволяет задавать длину отрезка выражением.
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совместим р  по очереди с каждой из этих прямых. Действи
тельно, в обоих случаях ВК  будет равно СН.

Решение. Пусть р  — искомая прямая. Рассмотрим два 
случая.

1. Пусть прямая р  пересекает отрезок ВС в точке Если 
ВК =  НС, то прямоугольные треугольники ВМ К  и СМН 
равны по катету и острому углу (накрест лежащие углы 
МВК и МСН при параллельных прямых). Следовательно, 
ВМ = СМ и искомая прямая проходит через середину сто
роны ВС. 2

2. Пусть прямая р  не пересекает отрезок ВС. Рассмот
рим четырёхугольник ВКНС (точки и те же, что и 
в первом абзаце). Поскольку стороны ВК  и СН равны и
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параллельны, ВКНС — параллелограмм. Тогда р  || ВС — это 
второе решение задачи. (При решении «на бумаге» второе 
положение прямой р  легко пропустить, но программа не 
даёт этого сделать.)

Нетрудно убедиться, что обе найденные прямые всегда 
подходят.

Замечание. Наглядность гипотез зависит от формы треуголь
ника. В данном случае гипотеза не слишком очевидна, когда сто
рона ВС мала по сравнению с другими сторонами. И наоборот, 
всё наглядно, когда ВС — наибольшая сторона. Отсюда общий со
вет: при сомнениях повторить эксперимент с другими начальными 
данными. Слабым ученикам можно советовать, с какого треуголь
ника начать исследование.

Как правило, искомая точка или прямая характеризует
ся одним из следующих пяти свойств:

— равны отрезки;
— равны углы;
— прямые параллельны;
— прямые перпендикулярны;
— точка принадлежит прямой или окружности.
(Полезно найти эти свойства в двух только что разобран

ных задачах.)
Можно предложить такую методику выдвижения и под

крепления гипотез:
1) постройте подвижный чертёж;
2) найдите искомую точку или прямую эксперимен

тально;
3) поймите, какое свойство выделяет эту точку или пря

мую среди других, последовательно проверяя каждое из пя
ти свойств (выдвижение гипотезы);

4) постройте точку или прямую с найденным свойством и 
проверьте экспериментально, действительно ли она удовле
творяет условиям задачи (подкрепление гипотезы); если не 
удовлетворяет, вернитесь к пункту 3.

Если школьник пытается сдать неверную гипотезу, луч
ше всего опровергнуть её экспериментом, поменяв конфи
гурацию чертежа или уточнив измерения.

50



Например, если в задаче 2 на чертеже ученика АВ «  АСУ то 
он может предположить, что AM перпендикулярно ВС. В таком 
случае учитель может на подвижном чертеже сильно увеличить 
длину одной из этих сторон, и ученик сам убедится, что его гипо
теза неверна.

Задачи для самостоятельного решения

3. а) Постройте в плоскости выпуклого четырёхугольни
ка ABCD такую точку, что сумма расстояний от неё до вер
шин наименьшая, б*) Та же задача для невыпуклого четы
рёхугольника.

4. На гипотенузе АВ прямоугольного треугольника АВС 
выбрана произвольная точка М, и из неё опущены перпен
дикуляры М К  и МР на катеты этого треугольника. При 
каком положении точки М  длина отрезка РК  будет наи
меньшей?

5. Найдите в остроугольном треугольнике точку, для ко
торой сумма расстояний до вершин треугольника и до его 
сторон (всего шесть отрезков) — наименьшая.

6. На основании АВ равнобедренного треугольника АВС 
выбрана произвольная точка М, и из неё опущены перпен
дикуляры М К  и МР на боковые стороны этого треугольни
ка. При каком положении точки М  сумма М К  +  МР  будет 
наименьшей?

7. Дан остроугольный неравнобедренный треугольник 
АВС. Через вершину А  проведите прямую р  так, чтобы 
сумма расстояний от неё до вершин В и С была наибольшей.

8. Даны угол и окружность внутри него (не имеющая 
общих точек со сторонами угла). Постройте точку окружно
сти, сумма расстояний от которой до прямых, содержащих 
стороны угла: а) минимальна, б) максимальна.

Решения

3. а) Эксперимент. Построим произвольный выпуклый 
четырёхугольник ABCD, отметим внутри него произволь
ную точку В, проведём отрезки AF, ВВ, CF и DF, выведем 
на экран их длины, а также их сумму. Будем перемещать
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точку F и следить за суммой. (Можно визуализировать сум
му в виде отрезка.) Сумма окажется минимальной, когда 
точки A, F, С, а также точки В, F, D лежат на одной 
прямой. Чтобы подкрепить гипотезу, проведём диагонали 
АС и BD и совместим точку F с точкой пересечения диа
гоналей Е.

В

Решение. Докажем, что минимум достигается в точ
ке Е пересечения диагоналей четырёхугольника. Пусть F — 
другая точка. Тогда АЕ  +  ЕС =  АС ^ AF +  FC по неравен
ству треугольника (для треугольника AFC). Аналогично 
BE +  ED =  BD ^ BF +  FD по неравенству треугольника (для 
треугольника BFD). При этом равенство достигается, когда 
точка F лежит на обеих диагоналях, т. е. совпадает с Е.

б) Эксперимент. Используем тот же подвижный чертёж, 
но переместим вершину С внутрь треугольника ABD. По 
аналогии с выпуклым четырёхугольником можно было бы 
ожидать, что минимум будет достигаться в точке пересече
ния прямых, содержащих диагонали. Однако эксперимент 
даёт вершину «входящего» угла BCD (т. е. угла четырёх
угольника, который больше развёрнутого).
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Решение. Разобьём плоскость четырёхугольника на три 
области и докажем утверждение для каждой области от
дельно. Пусть BCD— «входящий» угол (вершина С лежит 
внутри треугольника ABD). Проведём три луча, дополни
тельные к лучам СА, СВ и CD. Они разобьют плоскость на 
три области. Выберем одну из них, например ту, в которой 
лежит отрезок СХ>, и поместим в неё произвольную точку F. 
Докажем, что AF +  BF + CF +  DF > АС +  ВС + DC. В са
мом деле, AF +  BF > АС +  ВС (объемлющая больше объем- 
лемой)1, a CF +  DF ^ DC по неравенству треугольника. При 
этом оба неравенства превращаются в равенства, если F =  С. 
Для двух остальных областей рассуждения аналогичны.

F

Замечание. Почти во всех задачах этого занятия на минимум 
и максимум подвижная точка движется по фиксированной линии 
или прямая вращается вокруг фиксированной точки. Но в зада
чах 3 и 5 точка движется по двумерной области. В этом случае 
гипотеза требует более аккуратной проверки — предположив, что 
в данной точке будет достигаться минимум, надо из этой точки 
подвигаться в разных направлениях и проверить, что во всех на
правлениях наблюдаемая величина увеличивается.

4. Эксперимент. Построим прямоугольный треуголь
ник АВС, отметим на гипотенузе АВ точку М, проведём 
из неё перпендикулярные прямые к катетам, назовём ос
нования перпендикуляров К  и Р (К  — на АС, Р — на ВС).

1 Пусть точка С лежит внутри треугольника A B F .  Тогда A F  +  B F  >  А С .+ ВС.  
Действительно, пусть прямая А С  пересекает отрезок B F  в точке С'. Тогда 
A F  +  C'F  > А С  -f- С С '. Добавим к обеим частям неравенства В С ' . Получим 
A F  +  B F  > А С  +  { В С  +  С С )  > А С  +  ВС.  (Проверьте, что равенство достигается 
только тогда, когда С =  F .)
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Проведём отрезок КР. Построим рядом равный ему отрезок 
и будем наблюдать за его длиной, перемещая точку М  
по АВ. Наименьшему отрезку РК соответствует от
резок СМ, перпендикулярный АВ. Чтобы подкрепить эту 
гипотезу, проведём из С перпендикулярную прямую к АВ 
и убедимся, что отрезок РК  является наименьшим, когда 
точка М  лежит на этой прямой.

Решение. Заметим, что МКСР — прямоугольник, зна
чит, его диагонали равны: СМ =  РК. Следовательно, мы 
можем минимизировать СМ вместо РК. Но кратчайшим 
отрезком СМ является перпендикуляр.

Замечание. На самом деле прямоугольность треугольника не 
важна. Для любого треугольника АВС минимум длины РК так
же будет достигаться для отрезка, соответствующего высоте СМ 
(в тупоугольном треугольнике АВС точка М может лежать на про
должении стороны АВ). Этот факт легко установить эксперимен
тально, а для его доказательства можно, например, заметить, что 
точки С, К, Р, М лежат на окружности, и применить к треуголь
нику СКР обобщённую теорему синусов. См. также задачу 7.2.

5. Эксперимент. Начертим треугольник АВС, отметим 
внутри точку М, соединим её отрезками с вершинами и 
опустим перпендикуляры на стороны. Выведем на экран 
длины всех шести отрезков, а также их сумму, будем 
двигать точку М  и наблюдать за суммой (можно сумму
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визуализировать в виде отрезка). Минимум суммы достига
ется в точке, в которой перпендикуляры являются продол
жениями отрезков до вершин. Для подкрепления гипотезы 
проведём высоты треугольника и совместим М  с точкой их 
пересечения.

Решение. Сначала решим следующую вспомогательную 
задачу. Даны точка А и прямая ВС. Найдите точку М, для 
которой сумма расстояний до точки А и до прямой ВС наи
меньшая. Нетрудно понять, что нам подходит любая точка 
перпендикуляра АН, опущенного из А  на ВС. Ведь в этом 
случае сумма расстояний будет равна АН. А  если точка М  
лежит вне отрезка, то сумма равна AM  +  МН\ > АН  (здесь 
Hi — основание перпендикуляра, опущенного из М  на ВС).

Теперь разобьём сумму шести расстояний на три пары — 
расстояние до вершины плюс расстояние до противополож
ной стороны. В каждой паре минимум достигается, когда 
М  лежит на соответствующей высоте. Значит, общий ми
нимум достигается, когда М  — точка пересечения высот.

6. Эксперимент. Равнобедренный треугольник можно по
строить так: проведём окружность с центром в точке С, от
метим на ней две точки А и В, отметим треугольник АВС и 
скроем окружность. Построим точку М  и перпендикуляры, 
как в условии, выведем на экран сумму М К  +  МР. Будем
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двигать точку М  по отрезку АВ и обнаружим, что сумма не 
меняется!

Решение. Рассмотрим треугольники ACM  и ВСМ. Имеем 
2Sacm — АС • М Р , 2Sbcm — -ВС • М К , 2Sabc — const =  2Sacm +  
+ 2Sbcm =  ̂ C- (МР + МИГ)- Следовательно, MP-b MIST= const.

Замечание. В этой задаче эксперимент очень чувствителен к 
погрешностям: если построить равнобедренный треугольник «на 
глазок», то программа покажет минимум суммы в одном из кон
цов основания. Школьникам полезно время от времени предлагать 
задачи-«ловушки», тип которых меняется по ходу решения — в 
данном случае задача на минимум превратилась в задачу на ин
вариант.

7. Эксперимент. Используем подвижный чертёж к зада
че 2. Построим отрезок, равный по длине ВК  +  СН, будем 
вращать прямую р  и следить за его длиной. Там, где сум
ма изменяется медленно, удобно следить за отрезком, а где 
быстро (вблизи максимума) — за числом. Сумма ВК + СН 
окажется наибольшей, когда КА =  АН.

Для подкрепления этой гипотезы проведём отрезок КН  
и построим его середину S. Вращением прямой р  совместим 
точку S с вершиной А  и убедимся, что при этом положении 
р  достигается максимум суммы. Можно также проследить 
за величиной КА — АН.

Второй максимум достигается, когда прямая р  соответ
ствует высоте AQ треугольника, однако этот максимум 
меньше, чем указанный выше.

Решение. Пусть прямая р  не пересекает отрезок ВС. Заме
тим, что ВКНС — трапеция или параллелограмм (ВК || НС), 
a ST  — её средняя линия. Значит, ВК  +  НС = 2ST , и можно 
вместо ВК  +  НС максимизировать ST. Точка Т зафикси
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рована как середина данной стороны ВС. Точка S — осно
вание перпендикуляра, опущенного из точки Т на прямую 
р , проходящую через точку А. Если S не совпадает с А, то 
TS — катет прямоугольного треугольника с фиксированной 
гипотенузой ТА. Поэтому самое большое значение TS до
стигается, когда S совпадает с А. Заметим, что, поскольку 
угол ВАС по условию острый, углы TAB и ТАС тоже острые. 
А поскольку при S =  А  углы ТАК и ТАН по построению 
прямые, в этом случае прямая р  имеет с углом ВАС только 
одну общую точку — А, а значит, не пересекает отрезок ВС.

Пусть прямая р пересекает отрезок ВС в точке М  (см. 
чертёж к задаче 2). Тогда AM  • (ВК + НС) =  2Sabm +  2Sacm =  
= 2Sabc — const. Следовательно, BK  +  НС максимально то
гда, когда AM  минимально, т. е. когда AM  совпадает с вы
сотой AQ. Но в этом случае ВК  4- НС = BQ -h QC = ВС < 2А77, 
так как треугольник остроугольный.

Итак, искомая прямая р  перпендикулярна медиане АТ.

Замечание. Более общая конструкция рассматривается в зада
че Д31.

8. Эксперимент. Построим два луча с общей вершиной А  
и окружность внутри образовавшегося угла, отметим точ
ку М на окружности, проведём из неё перпендикулярные 
прямые к сторонам угла, проведём отрезки от М  до основа
ний перпендикуляров Hi и Н 2 , выведем на экран сумму их 
длин, построим отрезок PQ =  МН\ +  МН2. Будем двигать 
точку М  по окружности и следить за длиной PQ. Мини
мум достигается в некоторой точке К , а максимум — в диа
метрально противоположной ей точке L. Легко проверить,
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что точки А, К  и L не лежат на одной прямой. Как же 
определить KL через данные задачи? Построим биссектрису 
угла А. Теперь нетрудно заметить и проверить, что отрезок 
KL параллелен биссектрисе угла. (Другой подход: продлим 
отрезок KL до пересечения со стороной угла, выведем на 
экран величину образовавшегося угла и заметим, что он 
равен половине угла А.)

Решение. Проведём биссектрису угла и параллельный 
ей диаметр окружности. Из концов диаметра проведём 
две прямые а и &, перпендикулярные биссектрисе. Далее 
воспользуемся результатом задачи 6: в равнобедренном тре
угольнике сумма расстояний от любой точки на основании 
до боковых сторон постоянна и равна высоте, проведённой к 
боковой стороне. Поэтому для прямой а эта сумма меньше, 
чем для любой прямой, лежащей дальше от вершины угла. 
Следовательно, ближний к вершине конец диаметра даёт 
наименьшую на окружности сумму расстояний, а даль
ний — наибольшую.

Замечание. В двух последних задачах гипотезу выдвинуть 
сложнее, чем в предыдущих, поскольку одно из пяти свойств там 
выполняется не для элементов, заданных явно в условии, а для 
элементов, получаемых из них дополнительными построениями 
(основания перпендикуляров и биссектриса угла). В задаче 8 к 
этому дополнительному построению может привести рассмотрение 
симметричного частного случая (центр окружности лежит на 
биссектрисе угла). В задаче 7 рассмотрение симметричного случая 
(АВ = АС) наоборот, запутало бы дело, так как для равнобед
ренного треугольника максимум достигается, когда прямая р
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параллельна основанию ВС, но это свойство не обобщается на 
произвольный треугольник.

Вообще, при решении сложных задач любое наблюдение нуж
дается в теоретическом осмыслении, чтобы стать гипотезой.

| См. также дополнительные задачи Д24—Д32.
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Занятие 5
Оживляем траектории

На занятиях 2 и 3 мы строили траектории подвижных 
точек как следы. На этом занятии мы научимся оживлять 
эти следы, т. е. строить траектории точек как фигуры. Это 
позволяет проводить:

— более мощные подкрепления гипотез (охват большего 
количества проверяемых случаев, задачи 3 и 4);

— удобное исследование частных случаев (задачи 1, 6);
— построение двумерных ГМТ, зависящих от двух точек 

(задачи 2, 5).
Чтобы оживить след точки, в «Геогебре» применяется 

команда «Локус», в «Живой математике» — «Геометриче
ское место», в «Математическом конструкторе» — «ГМТ» /  
«Динамический след».

Кроме того, на занятиях 2 и 3 мы только выдвигали ги
потезы о виде следа, а здесь будем ещё и доказывать их.

1. По взаимно перпендикулярным прямым ОА и ОБ 
скользят концы отрезка CD фиксированной длины, а) На 
отрезке CD отмечена точка Е. Изучите траекторию точки Е 
в зависимости от её положения на отрезке, б*) Постройте 
множество всех отрезков CD.

Эксперимент, а) Строим взаимно перпендикулярные 
прямые ОА и ОВ и отрезок PQ, задающий фиксирован
ную длину. Затем строим окружность с вершиной в точ
ке С, лежащей на прямой ОА, и радиусом PQ. Проводим 
радиусы CD и C£>i, соединяющие центр окружности и 
точки пересечения окружности с прямой ОБ, после чего 
скрываем окружность. Отмечаем произвольную точку Е 
на радиусе CD и симметричную ей точку Е i на радиу
се CZ>i (например, с помощью окружности с центром С, 
проходящей через точку Е ) и командуем ей оставлять след. 
Двигая точку С по прямой ОА, прорисовываем траекто
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рию точки Е. Получается некая кривая. Чтобы получить 
траекторию для другого положения точки Е , приходится 
перемещать точку Е по отрезку CD, стирать нарисованный 
след и снова двигать точку С по прямой ОА. Получается 
довольно громоздкая процедура. Её можно упростить с 
помощью оживления следа: построим живой след точки Е 
при движении точки1 С. Мы получим траекторию точки Е, 
которую не надо прорисовывать и которая автоматически 
меняется при перемещении точки Е по отрезку CD. Чтобы 
получить полную траекторию, построим также живой след 
точки Е 1 при движении точки С.

Видно, что если Е — середина CD, то траектория похо
жа на окружность с центром в точке О и радиусом, рав
ным половине PQ. Для подкрепления этой гипотезы отме

1 Порядок выбора двух точек и команды/инструмента в разных програм
мах отличается, см. словарик. В «Геогебре» (версия 5) не получится оживить 
след произвольной точки отрезка. Придётся поставить точку F  на отрезок- 
шаблон PQ, а затем отложить отрезок СЕ =  PF  на отрезке CD. Теперь можно 
построить живой след точки Е , а регулировать её положение на отрезке CD 
с помощью точки F.
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тим точку М  — середину CD, совместим с ней точку Е и 
построим указанную окружность — она совпадёт с траекто
рией.

Если же точка Е не совпадает с М , то её траектория 
похожа на эллипс. Чем дальше Е от М, тем более эллипс 
«вытягивается»; если Е совпадает с одним из концов отрез
ка CD, то траектория превращается в отрезок, лежащий на 
одной из прямых.

Для подкрепления этой гипотезы можно отметить на 
траектории пять произвольных точек и построить конику 
по пяти точкам1. Двигая точку Е по отрезку CD, уви
дим, что при любом её положении траектория совпадает 
с построенным эллипсом. Одним движением «мышки» мы 
проверили много частных случаев. Таким образом, живой 
след помогает осуществлять более мощное подкрепление 
гипотез.

Решение. Пусть точка Е совпадает с М  — серединой от
резка CD. Заметим, что в прямоугольном треугольнике COD 
медиана ОМ равна половине гипотенузы CD. (В самом 
деле, можно построить окружность с центром в точке М  
радиусом МС. Тогда точка D лежит на окружности, так 
как СМ = DM, а также и вершина О лежит на окружности, 
поскольку COD — прямой угол, опирающийся на диаметр.) 
Поскольку CD =  d постоянно по условию, ОМ — d /2 при 
всех положениях отрезка CD. Следовательно, точка М ле
жит на окружности с центром О.

Теперь пусть Е — произвольная точка отрезка CD. Вве
дём систему координат так, чтобы ось абсцисс совпадала с 
прямой ОБ, а ось ординат — с прямой О А. Пусть СЕ = а, 
ED =  Ъ, ZODC = а, Е(х,  у).  Тогда х = a cos а, у — Ъ sin а, 
следовательно, (х/а)2 +  (у/Ъ)2 =  1 независимо от а. Но это 
уравнение эллипса. (При а — Ъ получим уравнение окруж
ности х2 Л- у 2 = а2.) Если Е — точка прямой CD вне отрез
ка CD, действуем аналогично.

Замечание. Решение этой задачи даёт идею механического 
устройства для вычерчивания эллипса — эллипсографа Леонардо

1 Такой инструмент есть в «Геогебре» и «Матконструкторе».
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да Винчи (см. рисунок). Фиксируя карандаш в различных точках 
отрезка АС, получаем разные эллипсы.

б) Попросим отрезок CD оставлять след и будем двигать 
точку С по прямой О А. Получим фигуру (закрашенную об
ласть) с границей k. Линии k в каждой точке касается один 
из отрезков CD. В таком случае говорят, что линия k явля
ется огибающей множества отрезков CD. В данном случае 
огибающей будет кривая, называемая астроидой. Оси сим
метрии этой астроиды совпадают с прямыми О А  и ОБ.
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Тем самым в задаче 2.1 мы выяснили, что огибающей хорд 
данной длины является окружность.

2. Даны два непараллельных и непересекающихся отрез
ка АВ и CD. Рассматривают все отрезки PQ с одним концом 
на АВ и другим — на CD. Найдите множество середин от
резков PQ.

Эксперимент. Построим два указанных отрезка АВ и CD, 
отметим произвольную точку Р на отрезке АВ и произволь
ную точку Q на отрезке CD. Отметим точку М  — середину 
отрезка PQ. Пусть точка Р фиксирована, а точка Q «пробе
гает» отрезок CD, тогда точка М  закрашивает траекторию, 
похожую на отрезок. Оживим эту траекторию (построим 
живой след точки М  при движении точки Q) и попросим её

саму оставлять след1 при движении точки Р по отрезку АВ. 
Отрезок «заметёт» некий четырёхугольник IHLK. Чтобы 
определить положение его вершин, будем двигать точки

1 «Живая математика» и «Матконструктор» позволяют оживлять след ли
нии точно так же, как и точки (в «Матконструкторе» для этого используется 
команда «Динамический след»). В «Геогебре» след линии приходится прорисо
вывать «вручную».
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Р и Q, добиваясь совмещения точки М  последовательно 
с каждой из четырёх вершин четырёхугольника. Полу
чим, что это параллелограмм с вершинами в серединах 
отрезков АС, AD, BD и ВС. Для подкрепления гипоте
зы построим этот параллелограмм — он совпадёт с нашим 
следом.

Мы выдвинули гипотезу по одному частному случаю. 
Подкрепим нашу гипотезу, рассмотрев другие случаи: по
меняем положение точек А, В 9 С и D и увидим, что парал
лелограмм продолжает совпадать со следом отрезка.

Решение. Если точка Р фиксирована, а точка Q пробе
гает отрезок CD у то точка М  пробегает отрезок X Y  — сред
нюю линию треугольника PCD. Если точка Р пробегает от
резок АВ , то точка X  пробегает отрезок IK  — среднюю ли
нию треугольника АВС, а точка У — отрезок HL — среднюю 
линию треугольника ABD. Точка М  принадлежит объеди
нению отрезков ХУ, т. е. параллелограмму IHLK.

А

Теперь докажем, что любая точка М, лежащая в па
раллелограмме IH LK , является серединой одного из отрез
ков PQ. Проведём через М  прямую тп, параллельную CD. 
Точку пересечения т с IK  назовём X , а точку пересечения 
с HL назовём У. Проведём луч СХ , точку его пересечения 
с АВ назовём Р. Построим луч РМ , точку его пересечения 
с CD назовём Q. Отрезок PQ искомый. Действительно, 
СХ = ХР  (в треугольнике АСВ средняя линия IK  делит
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отрезок СР пополам). Значит, X Y  — средняя линия тре
угольника PCD, и она делит отрезок PQ пополам.

Замечание 1. В отличие от большинства задач этого занятия, 
где искомым множеством точек является линия, в этой задаче 
получается часть плоскости — двумерная фигура. Это происходит 
потому, что положение «рисующей» точки здесь задаётся двумя 
точками, а не одной (см. также задачу 5).

Замечание 2. Интересно рассмотреть аналогичную конструк
цию в стереометрии. Пусть АВ и CD — скрещивающиеся отрезки в 
пространстве. Тогда ABCD — тетраэдр, а множество середин от
резков PQ лежит на сечении этого тетраэдра, проходящем через 
середины рёбер АС, ВС, AD и BD.

Задачи для самостоятельного решения

Указания школьникам. В этих задачах нужно постро
ить, а затем изучить множество точек или линий. Чтобы 
выдвинуть гипотезу о виде множества, попытайтесь описать 
его в терминах исходных данных задачи. Отрезок удобно за
давать двумя концами, а окружность — диаметрально про
тивоположными точками или центром и радиусом. Изучая 
эллипс, полезно определить его центр, а изучая двумерную 
фигуру, надо понять, какая у неё граница. Гипотезу нуж
но подкрепить с помощью построений и измерений, сдать 
учителю и доказать на бумаге. Если вы можете доказать 
гипотезу сразу, то подкреплять её необязательно.

3. Отрезок АВ является диаметром окружности с цен
тром О. На каждом радиусе ОМ окружности от центра от
ложен отрезок ОХ, равный перпендикуляру, проведённому 
из точки М  к прямой АВ. Найдите множество точек X.

4 (ч). Дан равнобедренный треугольник АВС (АВ =  ВС). 
Точки Q и Р одновременно начинают движение с равными 
скоростями: Q по отрезку АВ из вершины А, а Р — по от
резку ВС из вершины В. а) Найдите траекторию середины 
отрезка PQ. б*) Постройте траекторию самого отрезка PQ и 
найдите огибающую.

5. Найдите множество середин отрезков, у которых один 
конец лежит на одной данной окружности, а другой — на 
другой данной окружности (радиусы окружностей разные).
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6*. По данным прямым АВ и АС двигаются вершины 
D и Е двух острых углов жёсткого прямоугольного тре
угольника DEF. Какова траектория точки F в зависимости 
от градусной меры угла А ?

7. Даны фиксированный отрезок АВ и подвижная точ
ка С вне его. Точки D и Е — вершины прямоугольных рав
нобедренных треугольников CAD и С BE (см. рисунок). По
стройте множество отрезков DE и найдите их общее свой
ство.

3. Эксперимент. Строим окружность с центром О, диа
метр АВ, радиус ОМ, перпендикуляр МН. Строим окруж
ность с центром О и радиусом, равным МН. На пересечении 
этой окружности с отрезком ОМ отмечаем точку X  и про
сим её оставлять живой след при движении точки М  по 
окружности. Траектория точки X  похожа на две окруж
ности с диаметрами ОС и OD (CD — диаметр исходной 
окружности, перпендикулярный АВ). Для подкрепления 
гипотезы построим эти окружности — они совпадут с тра
екторией. При вариациях исходной окружности совпадение 
сохранится.

Решение. Решим задачу для точки М, принадлежащей 
верхней полуокружности (для нижней рассуждения ана
логичны). Рассмотрим треугольники OCX и МОН (Н  —

Е

А В

Решения

С

А >В

D
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основание перпендикуляра, опущенного из точки М  на АВ). 
Они равны, так как ОС =  ОМ как радиусы, ОХ =  МН  по 
условию, угол СОХ равен углу ОМН  как накрест лежащие 
углы при пересечении параллельных прямых ОС и МН  
секущей ОМ. Следовательно, угол СХО равен углу МНО 
и является прямым. Значит, точка X  принадлежит мно
жеству точек, из которых отрезок СО виден под прямым 
углом. Поскольку М Н = ОХ пробегает все значения от О 
до ОС, любая точка множества нам подходит. Также в наше 
множество входят точки О и С (когда М совпадает с А и с С 
соответственно). Значит, ответом является окружность с 
диаметром ОС.

4. а) Эксперимент. Проведём окружность с центром 
в точке В, отметим на ней две точки А и С, отметим 
треугольник АВС и скроем окружность.

Чтобы добиться равенства отрезков ВР и AQ , можно сде
лать так: отметим произвольную точку Р на отрезке ВС, а 
затем проведём из точки А  окружность радиусом ВР. На 
пересечении окружности с отрезком АВ поставим точку Q. 
Отметим X  — середину отрезка PQ и попросим её оставлять 
след. Перемещая точку Р, увидим траекторию точки X. Она

В

похожа на среднюю линию треугольника. Чтобы подкре
пить гипотезу, отметим середины сторон АВ и ВС, соединим 
их отрезком и попросим точку X  строить живой след при 
движении точки Q. Живой след совпадает с этим отрезком 
при шевелениях треугольника АВС.
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Решение. 1. Проведём среднюю линию треугольника RS , 
а также отрезки QV и РС7, параллельные основанию АС. 
Поскольку BP =  BU =  AQ =  VC, получаем, что RS также и 
средняя линия трапеции QVPU. Следовательно, она делит 
пополам её диагональ PQ. Тем самым любая точка X  лежит 
на отрезке RS.

2*. Теперь докажем, что любая точка X  средней ли
нии RS является серединой какого-то из отрезков PQ. 
Вспомним, что в задаче 3.1 к нужному построению при
водила центральная симметрия относительно середины 
отрезка. Продлим отрезок ВХ  на его длину за точку X, 
отметим точку D. Она попадёт на основание АС, поскольку 
точка X  лежит на средней линии. Проведём через D пря
мые, параллельные ВС и АВ, на пересечении со сторонами 
АВ и ВС отметим точки Q и Р соответственно. Поскольку 
BPDQ — параллелограмм, а X  — середина диагонали BD, 
точка X  также является и серединой диагонали QP. По
скольку треугольник AQD равнобедренный, AQ =  QD =  
= ВР.

В

б*) Эксперимент. Попросим оставлять след сам отре
зок PQ (удобно задать ему светлый цвет, отличный от 
цвета его середины X, чтобы два множества отличались 
визуально). Получим закрашенную область с огибающей 
в виде параболы. Её «параболичность» можно проверить, 
построив конику по пяти точкам, лежащим на огибающей 
(три из них — это А, С и середина отрезка RS). Доказывать
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в

этот факт мы не будем (аналогичный результат доказан в 
задаче [10, № 31.66]).

5. Эксперимент. Построим окружности с центрами Oi и 
О2  и радиусами Ri и i ? 2  (пусть i?i < R2 ). Отметим на первой 
окружности точку Ру а на второй — точку Q. При фиксиро
ванной точке Q и движении точки Р по первой окружности 
середина М  отрезка PQ «заметает» окружность. Оживим 
эту окружность, попросим её саму оставлять след и сделаем 
оборот точкой Q по второй окружности. Получим кольцо 
между двумя концентрическими окружностями. Нетруд
но проверить, что центр этих окружностей находится в 
середине отрезка O1 O2 . Чтобы догадаться, какие радиусы 
у этих окружностей, рассмотрим два частных случая. Ес
ли первую окружность стянуть в точку, то кольцо стянет
ся в окружность радиуса Если же уравнять радиусы 
окружностей, то кольцо превратится в круг того же ради
уса. Отсюда можно предположить, что радиусы граничных
окружностей кольца равны 1 ^—- и — —-.  Построим эти 
окружности — они совпадут с границами кольца. При из
менении данных окружностей совпадение сохранится, что 
подкрепляет гипотезу.
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Решение 1 (через гомотетию). Назовём кольцом множе
ство точек М, для которых расстояние до точки О удо-

i ? 2  — Р \  ^  /г  ^  ^ 1  Н“ ^ 2  тлвлетворяет паре неравенств —̂ ^  ОМ ^ ^ —-. Когда 
точка Q фиксирована, а точка Р пробегает первую окруж-

D

ность, мы получаем окружность радиуса с центром S  в 
середине отрезка QOi (гомотетия с центром Q и коэффици
ентом ^). Когда точка Q пробегает вторую окружность,

D

точка S пробегает окружность радиуса с центром в 
точке О — середине отрезка O1 O2 (гомотетия с центром 0 \  и 
коэффициентом ^). Обозначим эту окружность и. Искомое 
множество представляет собой объединение окружностей 
радиуса -g-, центры S которых лежат на окружности и. 
Докажем, что указанное объединение окружностей являет
ся кольцом. Пусть М  — произвольная точка окружности и. 
В силу неравенства треугольника \OS — SM \^O M ^iO S+SM .

D D

Поскольку OS =  -g-, SM  =  получаем, что точка М  
лежит в кольце. Обратно, пусть М  — произвольная точка 
кольца. Докажем, что она лежит на одной из окружно
стей ио. Проведём из точки М  как из центра окружность

#1 .. .. .. радиуса -g-, она коснется окружности и> или пересечет ее

(поскольку «ширина» кольца равна — -----^ —- = R i).
Обозначим одну из точек пересечения через S. Итак, по

стстроена окружность с центром S и радиусом которая 
принадлежит нашему множеству и содержит точку М.

Решение 2 (через центральную симметрию). Чтобы точ
ка М  была серединой какого-то отрезка PQ, необходимо 
и достаточно, чтобы на двух окружностях нашлись две 
точки, центрально-симметричные относительно М. А это 
равносильно тому, чтобы образ первой окружности при 
симметрии относительно М  имел общие точки со второй 
окружностью (ср. задачу 3.1). При центральной симметрии 
окружность переходит в окружность того же радиуса, а 
центр — в центр (обозначим центр новой окружности че
рез 0[). Окружности с центрами 0 [  и О2 имеют общие
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точки тогда и только тогда, когда i ?2 — -Ri ^ O'̂ Oz ^ R \+ R z .  
Поскольку МО — средняя линия треугольника 0 \0 \0 z ,  
получаем, что 0'xOz =  2МО (равенство верно и для точек 
Oi, О2  и М на одной прямой), и утверждение доказано.

Замечание. Решение 1 опирается на эксперимент, формализуя 
понятие «заметать» с помощью объединения множеств. Задачу 
можно упростить, взяв две окружности одинакового радиуса

6. Эксперимент. Построим прямые АВ и АС, а так
же прямоугольный треугольник-шаблон PQR с прямым 
углом R. Теперь нам надо построить треугольник DEF, 
равный PQR, так, чтобы точка D лежала на прямой АС, 
а точка Е на прямой АВ. Отметим произвольную точку D 
на прямой АС и проведём из неё окружность радиусом PQ. 
На пересечении окружности с прямой АВ отметим точ
ку Е (если окружность не пересеклась с прямой, подвинем 
точку D ближе к вершине А). Достроим на отрезке DE 
треугольник DEF, равный PQR, так, что точки F и А лежат 
по разные стороны от прямой DF (например, с помощью 
двух окружностей). Выведем на экран градусную меру уг
ла А. Попросим точку F строить живой след при движении 
точки D. Получим кривую, похожую на половину эллипса

Oi О 02

С

В
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с центром в точке А . Эту гипотезу можно подкрепить, 
отметив на кривой пять точек и построив по ним конику — 
траектория совпадёт с её частью. Меняя величину угла А, 
найдём случай, в котором кривая превратится в отрезок 
прямой, проходящей через точку А. Заметим, что в этом 
случае ZВАС =  90°.

Решение. Докажем, что если угол ВАС дополняет угол 
DFE до 180°, то вершина F треугольника DEF движется по 
прямой. Проведём окружность через точки A, D, Е. При 
указанном условии точка F лежит на этой же окружности, 
поэтому ZDAF = ZDEF как вписанные углы, опирающиеся 
на одну и ту же дугу DF. Но угол DEF фиксирован как угол 
жёсткого треугольника, поэтому и ZDAF =  const.

Приведём план доказательства того факта, что если 
угол ВАС не дополняет угол DFE до 180°, то вершина F 
треугольника DFE движется по эллипсу с центром в точ
ке А.

а) Снова проведём окружность через точки A, D, Е. 
Она имеет фиксированный радиус.

б) Окружность катится без проскальзывания изнутри 
окружности Ш2 с центром А и вдвое большим радиусом.

в) Концы любого диаметра окружности движутся по 
двум взаимно перпендикулярным диаметрам и>2 (теорема 
Коперника).

г) Соединим центр G окружности с точкой F . Точ
ка F — фиксированная точка на диаметре (или на продол
жении диаметра).

Тогда по задаче 1а) получим, что точка F вычерчивает 
эллипс.

Пункты плана удобно иллюстрировать и подкреплять построе
ниями на подвижном чертеже.

Замечание. Можно вместо прямоугольного треугольника взять 
равносторонний треугольник DEF9 тогда при угле А в 120° верши
на F будет двигаться по прямой, а при угле 150° — по окружности 
(поскольку окружность, проходящая через точки D , А, Е 9 будет 
иметь центр <F). Приведённый план доказательства работает для 
произвольного треугольника.
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7. Эксперимент. Построим конструкцию, указанную в 
условии (удобно применить поворот на 90° отрезков АС и ВС 
относительно точек А и В соответственно). Будем двигать 
точку С. Длина и положение отрезка DE при этом меня
ются. Но если попросить отрезок DE оставлять след, то 
увидим, что множество отрезков DE имеет одну общую 
точку. Отметим G — середину отрезка DE , она совпадёт с 
этой точкой. Чтобы определить положение точки G относи
тельно отрезка АВ (а больше фиксированных точек у нас 
нет), поместим С в середину отрезка АВ. Тогда G окажется 
вторым концом средней линии четырёхугольника ABED. 
Это же будет верно и в общем случае.

Подсказка к решению. Опустите перпендикуляры из то
чек С, jD , Е на прямую АВ и найдите равные треугольники.

Решение. Докажем, что положение точки G не зависит от 
выбора точки С. Опустим на АВ перпендикуляры EF, Gif, 
С К  и DL. Заметим, что треугольник DLA равен треугольни
ку АКС по катету и острому углу. Аналогично равны тре
угольники EFB и ВКС . Значит, DL +  EF =  АК  +  КВ =  АВ =  
= const. Далее, GH || DL || EF и G — середина ED , поэтому 
GH — средняя линия трапеции LDEF, а значит,

GH = DL±EF =  const.

Далее, Н  — середина LF> а значит, и середина АВ (так как 
LA =  FB). Итак, точка G занимает фиксированное положе
ние относительно отрезка АВ, независимо от точки С.

Е
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Замечание 1. Утверждение, обнаруженное в этой задаче, на
зывается теоремой Боттемы. Приведённое доказательство годится 
только для случая, когда проекция точки С на прямую АВ  попада
ет внутрь отрезка АВ. Приведём набросок доказательства того, что 
точка G остаётся на месте при произвольном сдвиге точки С. Заме
тим, что точка D получается из точки С поворотом на прямой угол 
против часовой стрелки относительно точки А , а точка Е — пово
ротом на прямой угол по часовой стрелке относительно точки В. 
Пусть точка С сдвинулась на 1 вправо. Тогда точка D подвинулась 
на 1 вверх, а точка Е — на 1 вниз. Тем самым точка G — середина 
отрезка DE — осталась неподвижной.

Замечание 2. По аналогии с множеством (геометрическим ме
стом) точек можно говорить о множестве (геометрическом месте) 
линий. Геометрическое место линий явным образом требовалось 
построить в задачах 1 б), 4 б), 7, а также оно использовалось при 
решении задач 2 и 5.

| См. также дополнительные задачи Д13 а), Д17, ДЗЗ— 
Д44.
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Занятие 6
Ищем взаимосвязи и инварианты

На занятии 4 мы научились находить характеристиче
ские свойства статичного чертежа, соответствующего экс
тремуму. На этом занятии мы будем искать свойства по
движного чертежа, т. е. общие свойства серии статичных 
чертежей. Речь пойдёт о равенстве углов и отрезков, посто
янстве углов, отрезков и площадей, виде фигур.

При ненаправленном поиске школьники могут найти в 
богатой конструкции такие закономерности, которых автор 
и учитель даже не предполагали, но могут и ничего не най
ти. Поэтому общие вопросы сформулированы только в за
дачах 1 и 2, которые учитель решает в диалоге со школь
никами. А в задачах для самостоятельного решения типы 
величин, которые надо искать, заданы более конкретно.

1 (ч). Две окружности равного радиуса касаются друг 
друга в точке К. Стороны прямого угла с вершиной К  пере
секают одну окружность в точке А, а другую — в точке В. 
Что в этой конструкции сохраняется при движении точки А 
по окружности?

Эксперимент. Построим окружность произвольного ра
диуса с центром Oi, отметим на ней точку К . Проведём 
вспомогательную окружность с центром К> проходящую че
рез 0 \ . Построим луч OiK, на его пересечении со вспомога
тельной окружностью отметим точку О2 . Проведём окруж
ность с центром О2 через точку К. Скроем вспомогательную 
окружность. Проведём луч К  А  (точка А  лежит на первой 
окружности), проведём перпендикулярно ему прямую через 
точку К , на ней выделим луч КВ  (точка В лежит на второй 
окружности). Будем двигать точку А  по окружности. Заме
тим, что отрезок АВ остаётся равен и параллелен себе, 
а также параллелен отрезку O1 O2 . Выведя на экран длины 
отрезков, обнаруживаем, что АВ =  O1 O2 . Проведя через точ
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ку А  прямую, параллельную O1 O2 , увидим, что эта прямая 
проходит через точку Б, чем подкрепим гипотезу.

Решение. Докажем, что АВО2 О1 — параллелограмм при 
любом положении точки А, если только А не лежит на 
прямой 0 х 0 2. Пусть угол К 0 2В равен а. Тогда Z 0 2KB =  
— ZKB02 =  90° — ^ (в равнобедренном треугольнике К В 02).
Значит, угол 0\К А  равен Тогда ZKOiA — 180° — а. Тем 
самым сумма односторонних углов при секущей 0 \ 0 2 равна 
180°, следовательно, АО\ || В 0 2. Кроме того, АО i = В 0 2 как 
радиусы равных окружностей. Значит, A B 020 i  действи
тельно параллелограмм, т. е. отрезок АВ равен и паралле
лен фиксированному отрезку 0 \ 0 2.

2. Через точку М  пересечения медиан треугольника АВС 
проходит прямая р. Расстояния от вершин А, Б и С до этой
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прямой равны а, b и с соответственно. Найдите связь между 
а, b и с.

Эксперимент. Построим треугольник АВС и точку пере
сечения его медиан1 М. Проведём небольшую окружность 
с центром М, отметим на ней точку X , скроем окружность. 
Проведём прямую M X  = р. Опустим перпендикуляры из то
чек А, В, С на прямую р, основания перпендикуляров обо
значим соответственно A i, В \, С\. Выведем на экран дли
ны отрезков AAi =  a, BBi = Ъ> СС\ = с, будем двигать пря
мую р и наблюдать за величинами а, Ь, с. Можно заметить, 
что если прямая р не пересекает сторону ВС, то а =  Ь + с. 
Для подкрепления гипотезы выведем на экран выражение 
Ъ с — а. Оно окажется равно 0 при вращении прямой р 
(если только она пересекает стороны АВ и АС). Для двух 
случаев, в которых р пересекает другие пары сторон, соот
ношения аналогичны.

Решение. Пусть К  — середина стороны ВС, К\ — основа
ние перпендикуляра, опущенного из точки К  нар. Посколь- *

*В «Геогебре» точку пересечения медиан можно быстро построить, приме
нив инструмент «Середина или центр» к треугольнику.
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ку АК  — медиана треугольника АВС, а М  — точка пересе
чения медиан этого треугольника, AM  : М К  =  2 : 1 .  Отре
зок KKi — средняя линия прямоугольной трапеции BBiCiC  
(или прямоугольника, если b = с). Поэтому 2KKi =  b +  с. 
Из подобия прямоугольных треугольников А А \М  и K K iM  
следует, что а =  АА\ — 2КК\ — Ъ +  с.

Задачи для самостоятельного решения

Указания школьникам. В каждой задаче надо постро
ить подвижный чертёж, обнаружить элементы или величи
ны, которые при движении чертежа остаются неизменными 
(длины отрезков, углы) или связаны между собой соотно
шением (равны, лежат на одной прямой и т. д.), и доказать 
это.

3. На стороне ВС остроугольного треугольника АВС 
выбрана точка К. Точку К  отразили относительно прямых 
АВ и АС и получили точки L и S соответственно (см. 
рисунок). Укажите две равные стороны четырёхугольни
ка ASKL и два угла, которые не меняются при движении 
точки К  по отрезку ВС.

А

4. На сторонах угла А, равного 60°, отмечены точки В 
и С. В треугольнике АВС проведены биссектрисы BE и СН .
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Рассматривая все отрезки, задаваемые точками А, В, С, 
Е, Н, найдите равные отрезки и постоянные углы при 
движении точек В и С.

5. Пусть D — ортоцентр остроугольного треугольника 
АВС. Определите вид четырёхугольника с вершинами в се
рединах сторон четырёхугольника ABDC в зависимости от 
величины угла А.

6. Прямая р  проходит через вершину А параллелограм
ма ABCD, причём параллелограмм лежит по одну сторону 
от данной прямой. Расстояния от вершин В и В до прямой р 
равны b u d .  Найдите расстояние от вершины С до прямой р.

7. Известно, что если на сторонах квадрата наружу по
строить четыре квадрата, то их центры окажутся вершина
ми квадрата. На сторонах каких ещё выпуклых четырёх
угольников можно построить наружу четыре квадрата так, 
что их центры также будут вершинами квадрата?

8. В произвольном пятиугольнике ABCDE соединили от
резком середины сторон АВ и CD, а также середины сторон 
ВС и DE. Середины двух полученных отрезков Р  и Q снова 
соединили. Провели лучи АР и EQ (см. рисунок). Точки 
А и Е двигаются произвольным образом. Найдите свойства 
отрезка PQ.

Решения

3. Эксперимент. Проведём указанные построения, выве
дем на экран длины сторон и градусные меры углов четы
рёхугольника ASKL. Будем двигать точку К  по отрезку ВС. 
Увидим, что стороны AL и AS равны друг другу (и равны
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диагонали АК), а углы LAS и LKS не меняются при дви
жении точки К.

Подсказка к решению. Измерьте угол ВАС, сравните с 
углом LAS.

Решение. По построению отрезок AL симметричен отрез
ку АК  относительно прямой АВ, поэтому AL =  АК, /L A B  =  
= /.ВАК. Аналогично AS  =  АК, /SA C  =  /С А К . Следова
тельно, AL =  AK =  AS, /L A S  =  2 (/В А К  + / КАС) =  2/В А С  =  
=  const. Кроме того, /L K S  =  180° — /В А С  =  const (эти углы 
входят в четырёхугольник с двумя прямыми углами).

А

Замечание. В этой несложной задаче демонстрируются два раз
ных типа величин: 1) инварианты — величины, не зависящие от 
точки К  (углы), 2) равные — величины, зависящие от точки К, но 
равные друг другу при любом её положении (стороны).

4. Эксперимент. Выполним указанные построения (точ
ки В и С — потомки угла А!), отметим О — точку пере
сечения биссектрис BE и СН. Двигая точки В и С по 
сторонам угла, заметим, что треугольник ОНЕ похож на 
равнобедренный. Выведя на экран длины сторон и градус
ные меры углов треугольника ОНЕ, увидим, что ОН =  ОЕ, 
/Е Н О  =  /Н Е О  =  30°, /Б О Н  =  120° и это сохраняется при 
движении точек В и С.
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Решение. Имеем ZEO H =ZBOC=180° -  (ZOCB+ZOBC) =  
=  180° -  |(ZA C B + ZABC) =  180° -  |(1 8 0 °  -  ) =  120°.
Поскольку ZEOH +  ZBAC =  180°, четырёхугольник AHOE 
вписанный. Углы EAO и ЕНО опираются на одну дугу и 
равны. Поскольку АО — биссектриса угла ВАС, эти углы 
равны 30°. Аналогично ZHAO — ZHEO = 30°.

5. Эксперимент. Построим треугольник АВС, отметим его 
ортоцентр JD, отметим G, Н, I , J  — середины сторон четы
рёхугольника ABDC (см. рисунок). Четырёхугольник GHIJ

А

похож на прямоугольник. Выведем на экран его длины сто
рон и градусные меры углов, а также величину угла ВАС. 
Будем менять её от 0 до 90° и следить за четырёхугольни
ком GHIJ — его углы действительно прямые. При ZA =  45° 
его стороны сравняются и он превратится в квадрат.

А

Решение. В четырёхугольнике GHIJ стороны GH и IJ 
являются средними линиями треугольников ABD и ACD, 
поэтому они равны половине отрезка AD и параллель
ны ему. Стороны JG и IH  являются средними линиями 
треугольников АВС и ВВС, поэтому они равны половине 
отрезка ВС и параллельны ему. Поскольку В  — ортоцентр,
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AD _L ВС, следовательно, четырёхугольник GHIJ является 
прямоугольником.

А

Теперь пусть Z.A =  45°. Обозначим через AL и ВК  вы
соты треугольника АВС. Треугольник ВКА прямоугольный 
с углом 45°, следовательно, ВК — АК. Рассмотрим прямо
угольные треугольники ВКС и AKD. Они равны по кате
ту (АК = ВК) и острому углу (ADAK =  А.КВС как острые 
углы прямоугольных треугольников КВС и LAC с общим 
углом С). Следовательно, ВС = AD и прямоугольник GHIJ 
является квадратом.

Замечание. Интересно, что соотношение сторон прямоуголь
ника GH IJ  зависит только от угла А и не зависит от сторон 
АВ  и АС.

6. Эксперимент. Построим параллелограмм ABCD, про
ведём прямую р  через вершину А. С помощью перпенди
кулярных прямых построим проекции точек В, С и В на 
прямую р  — обозначим их Вь С\ и Di соответственно. Вы
ведем на экран BBi =  Ъ, CCi =  с, DDi = d и будем вращать
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прямую р  вокруг точки А. Можно заметить, что с =  Ъ + d, 
пока прямая р  не пересекает параллелограмм. Для подкреп
ления гипотезы выведем на экран выражение Ъ + d -  с. Оно 
окажется равным 0 при указанном условии.

Решение. Отметим точку О — центр параллелограмма 
ABCD и точку Oi — его проекцию на прямую р . Точка О — 
середина диагоналей АС и BD , OOi || BBi || CCi || DDi. По
этому OOi — средняя линия треугольника АССь следова
тельно, 2 0 0 i = CCi =  с. Также OOi — средняя линия тра
пеции BBiDiD  (или прямоугольника, если b =  d), поэтому 
2 0 0 i =  BBi +  DDi — b + d. Отсюда с — b + d.

Замечание. Можно упростить задачу, взяв вместо параллело
грамма прямоугольник или даже квадрат. Также можно услож
нить задачу, попросив описать связь между Ь, с и d в зависимости 
от взаимного расположения параллелограмма и прямой р (ср. за
дачу 2).

7. Эксперимент. Построим четырёхугольник ABCD, на 
его сторонах наружу построим четыре квадрата, отметим 
их центры (как середины диагоналей), обозначим их М, 
N, Р , Q, как на рисунке. На отрезке QM как на стороне 
построим пробный квадрат (сделаем его пунктирным) и 
будем следить за совпадением двух остальных его вершин с 
центрами Р и N. Выведем на экран длины сторон четырёх
угольника ABCD. Стоит последовательно проверить типы 
четырёхугольников ABCD, расположенных по убыванию 
«правильности», например: прямоугольник — ромб — па
раллелограмм — трапеция — произвольный четырёхуголь
ник. Для параллелограмма ABCD ещё будет получаться 
квадрат, а для трапеции — уже нет.
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Решение. Докажем, что центры М , N, Р, Q квадратов, 
построенных на сторонах параллелограмма ABCD, явля
ются вершинами квадрата. (Ромб и прямоугольник явля
ются частными случаями параллелограмма.) Заметим, что 
треугольники AM  В , ВАС, CPD, DQA прямоугольные и рав
нобедренные. Обозначим угол DAB через а  (пусть он ост
рый), тогда ZQAM = а +  90°. Аналогично Z.MBN — а  +  90°.
Заметим, что AM  = МВ =  Далее,

V2 V2 V2
значит, AQ =  BN. Получаем, что треугольники QAM и NBM
равны по двум сторонам и углу между ними. Значит, QM =  
— MN, ZAMQ — Z.BMN. Следовательно, угол QMN  равен 
углу AM В и является прямым. Аналогично доказывается 
равенство всех сторон и углов четырёхугольника QMNP.

Замечание. Родственные конструкции изучаются в задачах 8.1 
и Д53.

8. Эксперимент. Выполним указанные построения, обо
значим середины сторон через и как на рисунке,
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и будем двигать точки А  и Е (или отрезок АЕ). Заметим, что 
при движении точек А  и Е отрезок PQ остаётся паралле
лен АЕ. Выведя на экран отношение АЕ : PQ, увидим, что 
оно постоянно и равно 4. Также заметим, что точка F пе
ресечения лучей АР и EQ остаётся неподвижной. Проведя 
отрезки ВМ  и JDL, увидим, что F лежит на их пересечении.

Решение. Пусть F — точка пересечения медиан треуголь
ника BCD. Осуществим гомотетию ломаной BAED с цен
тром F и коэффициентом - .  Как только мы докажем, что 
отрезок АЕ при этом переходит в отрезок PQ, мы докажем 
требуемое утверждение.

Пусть точка В переходит в Вх. Поскольку ВВ\ : BXF =  
= 4 : 1 ,  a BF : FM  =  2 : 1  (теорема о медианах), получаем, 
что BBi : B iM  = 1 : 1 .

Рассмотрим треугольник ВКМ. Отрезок ВХР — его сред
няя линия, поэтому ВХР = 7}ВК  =  i ВА и ВХР || ВА. Следо
вательно, отрезок В А  при рассматриваемой гомотетии пере
ходит в BiP.

Аналогично точка D перейдёт в середину отрезка LD , а 
точка Е — в точку Q.

Итак, отрезок АЕ при гомотетии переходит в отрезок PQ.

Замечание. Экспериментально обнаружив неподвижную точ
ку Р, мы получаем ключ к доказательству свойств отрезка PQ. 
Другой подход — ввести радиус-векторы пяти вершин, выразить 
через них векторы АЕ и PQ и доказать равенство АЕ =  4PQ.

См. также дополнительные задачи Д45—Д53.
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Занятие 7
Задачи на минимум и максимум-2

На этом занятии мы будем решать задачи на минимум 
и максимум, более сложные, чем на занятии 4. Вспомним 
методику выдвижения гипотезы: чтобы понять, какое свой
ство выделяет искомую конфигурацию среди других, на
до перебрать пять типовых свойств (равные отрезки, рав
ные углы, параллельные прямые, перпендикулярные пря
мые, точка на прямой или на окружности). Затем построить 
конфигурацию, задаваемую гипотезой, и сравнить с произ
вольной конфигурацией. В простых задачах типовые свой
ства связывают элементы, явно указанные в задаче, в более 
сложных — элементы, получаемые путём дополнительных 
построений.

Чтобы за числовыми величинами было удобнее следить 
при поиске, можно их визуализировать и масштабировать: 
построить отрезок, длина которого численно равна иссле
дуемой величине (или даже больше её в несколько раз), и 
наблюдать уже за этим отрезком.

1. Даны прямая т и две точки А и В по одну сторону от 
неё. а) Постройте на прямой т такую точку М, чтобы сумма 
AM  +  МВ была наименьшей, б) Постройте на прямой т от
резок CD заданной длины так, чтобы длина ломаной ACDB 
была наименьшей.

а) Эксперимент. Построим прямую т , отметим точки 
А и В по одну сторону от неё (на разных расстояниях) 
и точку N  на прямой. Выведем на экран длины отрезков 
AN  и NB и их сумму. Двигая точку N, будем наблюдать за 
суммой. Сначала хочется предположить, что сумма будет 
минимальна, когда N  лежит посередине между проекциями 
точек А и В на прямую т. Однако эксперимент показывает, 
что чем больше отличаются расстояния от А до т и от В 
до тп, тем дальше точка минимума от этой середины. Ищем

87



дальше. Сумма кажется постоянной на некотором малень
ком отрезке — это значит, что программе не хватает точ
ности. Попросим программу показывать длины с большим 
числом знаков после запятой либо просто умножим сумму 
на 10 или 100 и локализуем минимум более точно. Какое 
свойство есть у конфигурации в случае, когда N  совпадает 
с точкой минимума М? Похоже, что между лучом МА 
и прямой то равен углу между лучом МВ и прямой то. Вы
ведем на экран величины указанных углов — они окажутся 
равны с хорошей точностью.

Чтобы подкрепить гипотезу, построим точку, для кото
рой указанные углы равны. Для этого построим точку В', 
симметричную точке В относительно прямой т, проведём 
отрезок АВ' и отметим точку М  пересечения АВ' с пря
мой то. Переместим туда точку N  и увидим, что минимум 
достигается в этой точке. Изменим положение точек А и В 
относительно то и повторим проверку — гипотеза вновь под
твердится. Можно также убедиться, что AM  + МВ = АВ1.

Решение. Рассмотрим две ломаные: АМВ  (где точка М  
построена в предыдущем абзаце) и AN В, где N  — произ
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вольная точка прямой т ,  отличная от М. По неравенству 
треугольника AM  +  MB' = АВ' < AN  +  NB'. Теперь заме
тим, что в силу симметрии В'М  =  ВМ , a B'N =  BN. Поэтому
AM  + MB = АВ' < AN  + NB.

В'

Замечание. Замеченное свойство равенства углов напоминает 
закон распространения света: угол отражения равен углу падения. 
Это не случайно, ведь согласно принципу Ферма в однородной сре
де свет распространяется из точки А  в точку В по кратчайшему 
пути.

б) Эксперимент. Построим прямую т , принадлежащий 
ей отрезок PQ, отметим точки А  и В по одну сторону от пря-
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мой (на разных расстояниях) и точку С на прямой. Сделаем 
перенос точки С на вектор PQ, так что CD — PQ. Выведем 
на экран длины отрезков АС, CD и DB  и их сумму, будем 
двигать точку С по прямой. Заметим, что для минимальной 
длины ломаной ACDB  выполняется то же свойство, что и в 
пункте а), а именно: угол между АС и прямой т равен углу  
между DB и прямой т. Выведем величины углов на экран 
и убедимся в этом.

Как построить такую ломаную? Перенесём В  на вектор 
—PQ  — получим точку В', отобразим В ' симметрично отно
сительно т — получим точку В". Построим отрезок АВ", на 
его пересечении с т  отметим точку С.

В"

Решение. Рассмотрим две ломаные: ACDB  (где точка С 
построена в предыдущем абзаце) и A E F B , где EF — PQ — 
произвольный отрезок прямой т , отличный от CD. По 
предыдущему пункту АС  4- СВ" < А Е  +  ЕВ", откуда в силу 
симметрии следует, что АС  + СВ' < А Е  4- ЕВ'. Прибавим 
к левой части неравенства CD, а к правой — равный ему 
отрезок EF. Также заметим, что СВ' =  DB, ЕВ ' = FB в 
силу параллельного переноса. Получаем АС  + CD + DB < 
< А Е  -h EF + FB, что и требовалось доказать.

С Е  D F

В”
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Заметим, что мы решили задачу композицией двух пре
образований— симметрии и параллельного переноса, она 
ещё называется скользящей симметрией.

Замечание. В этих задачах в силу квадратичной зависимости 
вблизи максимума или минимума величина меняется слабо, по
этому экспериментально мы находим не точку, а отрезок на пря
мой или область («кружок») на плоскости. Само по себе это не 
страшно — главное сделать эту область столь малой, чтобы мож
но было выдвинуть и проверить гипотезу. Аналогичная ситуация 
возникает в физических экспериментах: мы всегда получаем лишь 
приближённые результаты, и важно добиться нужной нам точно
сти, чтобы выявить существенные эффекты.

Как можно уточнить результат эксперимента? Удобно сочетать 
визуальное и численное отображение оптимизируемой величины, 
делая грубую прикидку экстремума по длине отрезка, а более точ
ный поиск — по числу (обычно хватает двух знаков после запя
той). Полезно менять исходную конфигурацию, приводя к «наи
менее правильному» виду. Например, если в задаче 1 а) точки 
А и В находятся примерно на равном расстоянии от прямой т , то 
точка М, для которой углы (AM, т) и (ВМ , т) равны, окажется 
очень близко к середине отрезка между проекциями А и В на т. 
В этом случае мы не сможем с помощью эксперимента отдать пред
почтение одной из этих гипотез, а значит, такая конфигурация 
неудачна для экспериментирования. Поэтому проверять гипотезу 
надо на нескольких разных конфигурациях.

В большинстве случаев значение максимума (минимума) опре
деляется заметно точнее, чем положение точки максимума, по
скольку в близких точках значение проверяемой величины из-за 
округления внешне не отличается. Если окажется трудным сфор
мулировать гипотезу для точки (из-за размытости её положения), 
можно начать с гипотезы для значения в точке максимума.

В некоторых задачах построения, проводимые для подкрепле
ния гипотезы, помогают придумать доказательство. Этот ценный 
процесс надо поддерживать. Если у ученика пока нет идеи доказа
тельства, то стоит требовать от него педантичной проверки гипо
тезы. Если же идея у него появилась, то пусть лучше продумает 
её и сдаёт решение задачи сразу, минуя подкрепление гипотезы.

2 (ч). Из точки М  описанной окружности треугольни
ка АВС опущены перпендикуляры МР и MQ на прямые
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АВ  и АС. При каком положении точки М  длина отрезка PQ 
максимальна?

Эксперимент. Построим треугольник АВС, проведём 
окружность через его вершины, построим прямые АВ и АС. 
Отметим на окружности точку М, опустим из неё перпенди
куляры МР и MQ на лучи АВ и АС, проведём отрезок PQ, 
построим равный ему отрезок P'Q' отдельно от чертежа. 
Будем двигать точку М  по окружности и искать максимум 
длины отрезка PQ. Он достигается, когда точка Р 
ет с В, a Q — с С.

Решение. Почему выбором точки М  мы можем совме
стить две пары точек одновременно? Заметим, что при вос
становлении перпендикуляров из точек В и С к соответ
ствующим прямым мы ползшим четырёхугольник ABNC с 
двумя прямыми противоположными углами. Следователь
но, он вписанный, т. е. точка N  лежит на нашей окружно
сти, а отрезок AN  является её диаметром.

Теперь заметим, что четырёхугольник APMQ (буквы мо
гут идти в другом порядке) также вписанный, AM  — диа
метр окружности. По теореме синусов PQ =  AM • sin ZPAQ.
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При любом положении точки М  угол PAQ равен углу ВАС 
либо смежному или вертикальному с ним, поэтому синус 
угла PAQ во всех случаях одинаков. Значит, наша задача 
максимизации PQ равносильна задаче максимизации AM. 
Но хорда AM  исходной окружности является наибольшей, 
когда она совпадает с диаметром AN  исходной окружности.

Замечание. Эксперимент позволяет легко обнаружить «косвен
ное» свойство искомой конфигурации (две пары точек совпадают), 
из которого с помощью рассуждений мы уже выводим сам ответ 
(искомая точка — конец диаметра AM). Такая схема, сочетающая 
экспериментальный и теоретический подходы, помогает при ре
шении многих задач на экстремум.

Задачи для самостоятельного решения

3. (Вариант попроще.) На стороне острого угла с верши
ной А дана точка В. Постройте на другой его стороне такую 
точку X, чтобы радиус описанной окружности треугольни
ка АВХ  был наименьшим.

(Вариант посложнее.) Дан треугольник АВС. Найдите на 
прямой АВ такую точку М, для которой сумма радиусов 
описанных окружностей треугольников ACM  и ВСМ будет 
наименьшей.

4. По разные стороны от реки расположены две деревни. 
Постройте перпендикулярно берегам реки мост так, чтобы 
Вася прошёл наименьший путь из одной деревни в другую, 
к себе домой. (Берега реки — две параллельные прямые, де
ревни — точки.)

5. Внутри окружности с центром О дана точка А. Най
дите на окружности точку М, для которой угол ОМА наи
больший.

6. Даны две пары параллельных прямых и точка А  (см. 
рисунок). Проведите через точку А  прямую р  так, чтобы от
резки, высекаемые на ней параллельными прямыми, были 
равны1.

1Хотя эта задача не про экстремумы, однако и техника исследования, и 
методы доказательства тут такие же, как в других задачах этого занятия.
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7. Заданы длины диагоналей четырёхугольника и угол 
между диагоналями. При каком взаимном расположении 
диагоналей периметр четырёхугольника будет наимень
шим?

8*. Дан квадрат. Проведите в его плоскости прямую так, 
чтобы сумма квадратов расстояний от вершин квадрата до 
прямой была минимальна.

Решения

3. (Вариант попроще.) Эксперимент. Построим угол ВАС, 
отметим на стороне АС точку X, проведём окружность, про
ходящую через три точки А, В, X. Построим центр окруж
ности О1 и проведём радиусы ОА и ОВ. Чтобы за радиусом R 
было удобно следить, построим отрезок PQ, равный удвоен
ному радиусу. Будем перемещать точку X  по стороне угла

*В «Геогебре» это легко делается инструментом «Середина или центр».
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и следить за длиной отрезка Минимум PQ (и радиу
са) достигается, когда точка О лежит на луче АВ, причём 
2R = АВ.

Решение. Из неравенства треугольника ( ) имеем
, 2R — АО +  ОВ ^ АВ, причём точки А и В фиксированы, 
а О подвижна. Равенство достигается, когда точка О лежит 
на АВ, т. е. когда треугольник АХВ прямоугольный с ги
потенузой АВ. Значит, для построения треугольника АХВ  
с наименьшим радиусом описанной окружности надо опу
стить перпендикуляр из точки В на сторону угла АС и 
отметить в основании перпендикуляра искомую точку X.

(Вариант посложнее.) Эксперимент. Построим треуголь
ник АВС и прямую АВ, отметим на прямой АВ произволь
ную точку М, построим окружность, проходящую через 
точки А, С, М, и окружность, проходящую через точки 
В, С, М. Отметим центры окружностей, построим их диа
метры, сложим их длины 2R\ и 2i?2- Будем перемещать 
точку М  по прямой и наблюдать за суммой диаметров. 
Она минимальна, когда центры окружностей попадают на 
стороны АС и ВС, а сумма диаметров равна АС +  ВС.

Решение. По обобщённой теореме синусов для треуголь
ников ACM  и ВСМ имеем

2 R i  -
АС

sin Z АМ̂  АС, 2i?2 ВС
sin Z . В >ВС.

Равенства достигаются, когда sin = 1 и sin /-ВМС =
= 1, т. е. если Z АМС — 90°. Таким образом, точка М  — ос
нование высоты, опущенной из вершины С.

Замечание. Другое решение сложного варианта легко вывести 
из простого варианта: радиусы обеих окружностей будут наимень
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шими, если CM _L АВ. Значит, и сумма радиусов достигает мини
мума в этом же случае.

4. Эксперимент. Проведём две параллельные прямые 
k и U отметим точки А и В, как на рисунке (на разном рас
стоянии от прямых!). На прямой k отметим точку К , про
ведём через К  прямую, перпендикулярную к Z, на пересече
нии с прямой I поставим точку L. Путь равен АК  +  KL +  LB. 
Выведем на экран эту сумму и будем двигать точку К , 
добиваясь минимальности суммы. Сначала хочется пред
положить, что минимум достигается, если прямая АВ пе
ресекает отрезок LK  в его середине, однако аккуратные 
измерения опровергают это. Можно заметить, что при наи
меньшем пути отрезки А К  и LB составляют с прямыми 
k и I равные углы. Для подкрепления гипотезы построим 
отрезок KL с таким свойством. По ходу построения этого 
отрезка родится и доказательство гипотезы.

В

Решение. Поскольку KL постоянно (в силу параллель
ности прямых), достаточно минимизировать АК + LB. Пе
ренесём точку А  на вектор KL — получим точку А'. В си
лу параллельного переноса АК  =  A'L, следовательно, нам 
достаточно минимизировать A'L +  LB. Но эту задачу мы

В

96



решать умеем — точка L должна лежать на пересечении от
резка А'В с прямой I.

5. Эксперимент. Построим указанную конструкцию, вы
ведем на экран градусную меру угла ОМА и будем двигать 
точку М  по окружности, пока не достигнем максимума. 
В этом положении отрезок МА перпендикулярен АО. Под
крепим гипотезу, проведя через точку А  прямую, перпен
дикулярную к АО , и поместив точку М  на пересечении 
прямой и окружности.

Решение 1. Множество точек Р, для которых угол ОРА 
постоянен, выглядит как пунктирная дуга на рисунке (по
казана только верхняя половина множества). Большему 
углу ОРА соответствует меньший радиус дуги. Нам нужен 
наибольший угол, а значит, наименьший радиус, при кото
ром дуга имеет с окружностью общую точку, т. е. касание в 
точке М. В силу касания дуга и окружность имеют общую 
касательную в точке М. Поэтому радиус ОМ окружности 
является в то же время и диаметром дуги. Следовательно, 
вписанный угол МАО опирается на диаметр МО, т. е. явля
ется прямым.

Решение 2. Запишем теорему синусов для треуголь
ника АМО: -г^-г — ; , а значит, sinM  =  ^ ^ s in A .sin М sm А ОМ
Поскольку АО и ОМ постоянны, sinM  максимален, когда 
sin А максимален, т.е. при А =  90°. Поскольку угол ОМА 
острый, он принимает максимальное значение одновремен
но со своим синусом.

6. Эксперимент. Пусть данные прямые пересекаются в 
точках Р, Q, Р, S. Проведём через точку А как через предка 
прямую р, отметим на ней точки пересечения с двумя пара
ми параллельных прямых, выведем на экран длины двух 
получившихся отрезков (или построим равные им отрезки,
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или выведем на экран модуль их разности). Будем вращать 
прямую р  вокруг точки А, пока отрезки не станут равной 
длины. Как расположена эта прямая относительно исход
ных данных? Похоже, прямая р параллельна диагонали че
тырёхугольника (либо PR , либо QS). Для подкрепления ги
потезы проведём через точку А  две прямые, параллельные 
PR и QS, и выведем на экран длины отрезков, высекаемых 
на них параллельными прямыми, — они окажутся равны.

Решение 1. Обозначим точки пересечения прямой р с од
ной парой параллельных прямых через В и В', а со второй 
парой — С и С'. Четырёхугольник PSRQ является паралле
лограммом. Пусть прямая р  параллельна его диагонали PR. 
Тогда четырёхугольники PRBB' и PRCC также являются 
параллелограммами. Значит, СС' — PR =  ВВ'. Аналогично 
если прямая параллельна SQ, то СС' =  SQ =  ВВ'.

Пусть теперь прямая р  не параллельна PR и SQ (а также 
четырём исходным прямым). Докажем, что в этом случае 
ВВ' ф СС'. Обозначим через О точку пересечения отрезков 
PR и SQ и проведём через точку О прямую, параллельную р. 
Пусть она пересекает первую пару параллельных прямых в 
точках D и В', а вторую пару — в точках В и В' (см. ри
сунок). Заметим, что BB'D'D и СС'В'В — параллелограммы, 
причём ВВ' =  DDf ф ЕЕ' =  СС'.

Решение 2. Предположим, что искомая прямая р  постро
ена, и обозначим длину равных отрезков через d . Назовём 
две параллельные прямые парой. Тогда параллельный пе-
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ренос вдоль прямой р  на расстояние d одновременно пере
водит одну из прямых каждой пары в другую прямую этой 
же пары. Следовательно, он переводит точку пересечения 
двух прямых из разных пар в точку пересечения двух дру
гих прямых из этих пар. Но таких параллельных переносов 
существует два — на вектор RP и на вектор SQ. Каждому из 
них соответствует решение задачи.

Замечание. Решение 2 выглядит более изящно и демонстриру
ет преимущества метода движений.

7. Эксперимент. Нарисуем два (не равных) отрезка АС 
и BD, построим четырёхугольник ABCD, будем двигать от
резки (выделяя их стрелкой) и смотреть на периметр че
тырёхугольника. Похоже, он окажется наименьшим, когда 
диагонали пересекутся в общей середине. Целенаправленно 
проверим эту гипотезу: отметим и совместим середины диа
гоналей, запомним значение периметра при этом положе-

В
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нии и подвигаем одну из диагоналей так, чтобы её середина 
«обошла» вокруг середины другой, оставаясь вблизи неё. 
Во всей двумерной окрестности периметр окажется боль
ше. Итак, гипотеза: среди четырёхугольников с заданными 
диагоналями и углом между ними наименьший периметр 
имеет параллелограмм.

Решение. Отложим DK  =  ВС и DM  — ВА. Заметим, что 
АС КМ  — параллелограмм, стороны которого равны и па
раллельны нашим отрезкам АС и BD. Теперь заметим, 
что периметр четырёхугольника ABCD равен AD +  CD +  
+ KD  +  MD. Тем самым задача минимизации перимет
ра ABCD сводится к задаче минимизации суммы рассто
яний от точки D до вершин четырёхугольника АСКМ  (см. 
задачу 4.3). Значит, для минимизации периметра точка D 
должна лежать на пересечении отрезков АК  и СМ. По
скольку АСКМ  — параллелограмм, имеем AD = DK  =  ВС, 
CD =  DM  =  ВА. Следовательно, ABCD также является па
раллелограммом.

Замечание. Самое сложное в этой задаче — придумать подхо
дящее преобразование четырёхугольника, «меняющее местами 
стороны и диагонали». Чтобы оно выглядело естественнее, можно 
сначала дать такую вспомогательную задачу: «Внутри прямо
угольника EFGH взята точка Q. Докажите, что существует такой 
выпуклый четырёхугольник с перпендикулярными диагоналями, 
что длины его диагоналей равны EF и FG, а длины сторон равны 
EQ, FQ, GQ и BQ».

8. Эксперимент. Построим квадрат, проведём произволь
ную прямую р, измерим расстояния между ней и каждой из 
четырёх вершин. Выведем на экран сумму квадратов этих 
расстояний S. Будем двигать прямую р  и следить за сум
мой S. Заметим, что среди прямых, проходящих через фик
сированную точку вне квадрата, сумма S наименьшая, ко
гда прямая р проходит через центр квадрата. Подкрепим 
эту гипотезу, отметив центр квадрата (как середину диаго
нали).

Теперь нам надо выбрать среди прямых, проходящих че
рез центр, ту, которая соответствует наименьшей сумме S. 
Для лучшей точности проведём новую прямую через центр
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(как через предка) и проделаем с ней ту же процедуру, 
что в предыдущем абзаце1. Для всех прямых, проходящих 
через центр квадрата, сумма окажется постоянной! Этот 
неожиданный результат нетрудно подкрепить подсчётом 
двух частных случаев: когда прямая проходит через две 
противоположные вершины квадрата и когда она парал
лельна стороне. Эксперимент выдаёт такое же значение и 
для всех промежуточных случаев.

Решение. Введём систему координат с началом в центре 
квадрата, осями, параллельными сторонам квадрата, и еди
ничным отрезком, равным половине стороны квадрата. То
гда координаты вершин квадрата будут (±1; ± 1). Зададим 
нашу прямую р  уравнением ах + by +  с =  0. Тогда расстоя-

, ч « *  |a*o +  fa/o +  c|ние от точки (хо;уо) до прямой будет равно 1---- - .■—L.
у  а2 + Ь2

Найдём выражение для суммы квадратов расстояний от че
тырёх вершин квадрата до прямой в зависимости от а, Ь, с. 
Имеем

S (a + b + с)2 + (а — Ь + с)2 + (—а + Ь + с)2 + (—а — Ь + с)2 
а2 + Ь2

4 (g2 + fr2 + c2) 
а2+Ь2

При фиксированных а и b минимум этого выражения до
стигается при с =  0, что соответствует прямой, проходящей 
через начало координат (центр квадрата). При с — 0 значе
ние выражения не зависит от а и &, т.е.  для любой такой 
прямой сумма квадратов постоянна.

Замечание. Физически сумма квадратов расстояний точек до 
прямой k означает момент инерции системы материальных точек 
одинаковой массы относительно оси вращения k. Для вершин 
любого правильного многоугольника любая ось, лежащая в его 
плоскости и проходящая через центр симметрии, доставляет 
минимальный момент инерции.

См. также дополнительные задачи Д54—Д62.

1Для экономии времени можно создать новый инструмент, который по 
прямой и четырём точкам будет выводить величину S.
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Занятие 8
Открытые задачи. Конференция

Это занятие рассчитано на вторую половину 9 класса, 
когда школьники изучили основные факты планиметрии и 
основные возможности программ динамической геометрии. 
В качестве повторения и обобщения предлагается изучить 
две подвижные конструкции со множеством свойств.

Это занятие удобно организовать в виде конференции. 
Школьники разбиваются на группы по два-три человека и 
выбирают по задаче, каждая группа одну из шести задач. 
Далее в течение 40—50 минут группы решают свои задачи 
и оформляют их решения на ватмане или на компьютере 
(пример оформления см. в конце главы). Затем в течение 
20—30 минут происходит стендовая конференция, на кото
рой один школьник из каждой группы докладывает реше
ние, а другие слушают решения других команд, затем они 
меняются ролями.

Задачи 1—3 связаны с конструкцией «квадраты на сто
ронах треугольника», а задачи 4—6 — с конструкцией «пря
мая проходит через точку пересечения двух окружностей». 
Дополнительную интригу конференции придаёт тот факт, 
что, узнав решения «соседних» задач, можно придумать но
вые решения собственной задачи (это отражено в замечани
ях). Полезно, чтобы ученики обнаружили это сами, слушая 
доклады друг друга, либо после комментариев учителя.

Можно решать эти задачи и более традиционным обра
зом — индивидуально за компьютером со сдачей учителю 
(однако надо иметь в виду, что уровень задач в среднем вы
ше, чем в предыдущих занятиях). Отличие такого занятия 
от обычного занятия с подвижными чертежами в том, что 
здесь учителю не обязательно разбирать вначале задачи- 
образцы. Для такого варианта работы удобнее использовать 
список задач, организованный так, что общие конструк
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ции выделены явно (см. с. 183). В этом случае можно на 
компьютерном чертеже делать дополнительные построения 
на общей конструкции, а после решения соответствующего 
пункта убирать их и использовать чертёж для следующих 
пунктов.

1. На сторонах треугольника АВС наружу построены 
квадраты АВКР и BCGF. Изучите взаимосвязь отрезков 
AF и КС, а также взаимное расположение прямых AF, КС 
и PG.

Эксперимент. Построим треугольник и два квадрата на 
его сторонах (используем команду построения квадрата по 
двум смежным вершинам), проведём отрезки AF и КС. Бу
дем двигать вершины треугольника и наблюдать за отрез
ками. Похоже, что отрезки AF и КС равны и перпендику
лярны. Измерения подкрепляют эту гипотезу.

Теперь уберём отрезки, чтобы не загромождать чертёж, 
и проведём прямые AF , КС и PG. Сразу видно, что они 
пересекаются в одной точке — назовём её D. Двигая вер
шины треугольника, увидим, что три прямые по-прежнему 
пересекаются в одной точке, а также что прямая PG делит 
угол CDF пополам. Для подкрепления последней гипотезы 
можно построить биссектрису угла CDF — она пройдёт по 
прямой PG.

Решение. Докажем, что отрезок AF равен и перпенди
кулярен отрезку КС. Действительно, повернём квадраты на 
90° по часовой стрелке относительно точки В. Тогда точка А 
перейдёт в К, а точка F — в С. Это значит, что отрезок AF 
при таком повороте перейдёт в КС. Но отсюда следует, что 
эти отрезки равны и перпендикулярны. (Равенство отрез
ков можно также доказать через равенство треугольников 
ABF и КВС.)

Теперь докажем утверждения о трёх прямых. Обозначим 
через D точку пересечения двух прямых AF и КС. Опи
шем окружности вокруг обоих квадратов. Точка D лежит 
на обеих окружностях, так как углы CDF и ADK  прямые. 
Вписанные углы CDG и ADP опираются на дуги в 90°, по
этому они равны по 45°. Угол PDG равен сумме углов PDA , 
ADC и CDG и равен 180°. Следовательно, прямая PG также
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проходит через точку D и делит угол CDF пополам.
К

2. На сторонах треугольника наружу построены
квадраты АВКР  и BCGF. Отмечены точки I — середина 
отрезка АС и J  — середина отрезка KF, а также центры 
квадратов О и Rсоответственно. Определите вид четырёх
угольника OIRJ.

Эксперимент. Выполним указанные в условии построе
ния (центр квадрата удобно строить как середину диаго
нали). Отметим четырёхугольник OIRJ, он похож на квад
рат. Эту гипотезу можно подкрепить, построив «провероч
ный» квадрат со стороной OI — две другие его вершины сов
падут с точками R v iJ .
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Решение. Сначала докажем, что отрезки OI и IR  равны 
и перпендикулярны.

Пусть S и Т — середины отрезков АВ и ВС соответ
ственно. Пусть АВ — 2с, ВС = 2а, ZABC — (3. Тогда SI — а 
как средняя линия треугольника АВС. Поскольку TR =  а, 
получаем, что SI — TR. Аналогично TI = с =  SO. Далее, 
ZASI = ZABC =  ZITC , а значит, ZOSI =  90° +  ZABC = ZITR. 
Поэтому треугольники OSI и RTI равны по двум сторонам 
и углу между ними, следовательно, OI = RI.

Рассмотрим треугольник OBR и найдём из него OR2 : ОБ =  
= с у / . 2,BR = aV2,ZOBR -  ZOBA + ZABC + ZCBR 90° + (3. 
По теореме косинусов

OR2 =  OB2 +  BR2 -  20В ■ BR cos (90° + p) =
=  2 +  2a2 — 4 cos (90° +  /3).

Из треугольника OSI имеем OI2 = — 2ac cos (90° + 0),
тот же результат справедлив и для IR2. Заметим, что OI2 +  
+ IR2 =  OR2, следовательно, угол OIR прямой.

Заметим, что наши квадраты можно также рассмат
ривать как построенные на сторонах треугольника KBF. 
Аналогично предыдущему можно доказать, что отрезки 
OJ и JR  равны и перпендикулярны. Это означает, что 
четырёхугольник OIRJ составлен из двух прямоугольных 
равнобедренных треугольников, совмещённых гипотенуза
ми. Следовательно, OIRJ — квадрат.

Замечание. Задачу 2 легко решить, используя результат зада
чи 1. Действительно, в четырёхугольнике ACFK точки О, / ,  Б, J
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являются серединами сторон, а отрезки AF  и КС — диагоналями. 
Значит, стороны четырёхугольника OIRJ равны половинам диа
гоналей четырёхугольника ACFK и параллельны им. Но по зада
че 1 отрезки AF  и КС равны и перпендикулярны, поэтому OIRJ — 
квадрат.

Результат задачи 2 называется теоремой Фине лера—Хадвиге- 
ра (Finsler—Hadwiger): если два квадрата АВКР  и BCGF имеют 
общую вершину Б, то середины сторон четырёхугольника ACFK 
образуют квадрат. Из этой теоремы, в частности, легко вывести, 
что центры квадратов, построенных на сторонах параллелограм
ма, являются вершинами квадрата (задача 6.7). Также в этой кон
струкции равны площади треугольников АВС и KBF , а площадь 
общей части квадратов АВКР  и OIRJ  равна четверти площади 
квадрата АВКР.

3 (ч). Для каждой точки В полуокружности с диамет
ром АС (точка В отлична от точек А и С) на сторонах 
АВ и ВС треугольника АВС построены вне треугольника 
квадраты. Найдите множество середин М  отрезков, соеди
няющих центры этих квадратов.

Эксперимент. Построим окружность с центром I и го
ризонтальным диаметром1 АС, отметим на верхней полу
окружности точку В , построим на отрезках АВ и ВС квад
раты с центрами О и Б. Проведём отрезок ОБ, отметим его 
середину М, попросим оставлять след. Когда точка В про
бегает полуокружность, точка М  также зарисовывает по
луокружность с диаметром UI, где U — середина данной 
в условии полуокружности. Для подкрепления этой гипо
тезы построим окружность с диаметром UI — она пройдёт

*В «Геогебре» можно построить полуокружность по двум концам диаметра, 
а такж е можно использовать предыдущий чертёж, привязав точку В  к этой 
полуокружности.
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по следу. Заметим, что отрезок OR пересекает полуокруж
ность АС в той же точке U при любом положении точки В.

Решение. Если точка В лежит на дуге АС/, то ZCBR =  
= 45°. Но и ZCBU =  45° как вписанный, опирающийся на 
дугу 90°. Поэтому луч BR пересекает полуокружность в 
точке U. Аналогичное верно и для случая, когда В лежит 
на дуге С/С.

Четырёхугольник AORC является трапецией (АО и RC 
перпендикулярны OR). Его средняя линия IM  также пер
пендикулярна OR. В равнобедренном треугольнике IBU от
резок IM  является высотой, а значит, и медианой. Поэтому 
UM =  ^С/В, т. е. множество точек М  получается гомотетией

полуокружности АВ с центром U и коэффициентом

Замечание. Другое решение получается, если использовать за
дачу 2. Поскольку отрезки 01 и IR равны и перпендикулярны, 
медиана IM треугольника 01R является и его высотой. Поскольку 
отрезок IU фиксирован, а угол IMU прямой, искомое множество 
точек — это дуга окружности, построенной на диаметре IU.

Эксперимент показывает, что если заменить полуокружность 
на произвольную кривую L, по которой «бегает» точка В, то ре
зультат не изменится: точка М вычертит кривую Z#i, которая по
лучается из L гомотетией с коэффициентом — и центром в точке С/, 
по-прежнему заданной точками1 А и С.

4. Даны две окружности, пересекающиеся в точках А 
и В. Для произвольной прямой р, проходящей через точ
ку А, обозначим через К  и L другие точки пересечения этой 
прямой с данными окружностями. Постройте такую пря
мую pi, не совпадающую с АВ, чтобы выполнялось равен
ство АК — AL.

Эксперимент. Построим две окружности, назовём точки 
их пересечения А и В. Проведём окружность маленького ра
диуса с центром А, отметим на ней точку X , скроем окруж
ность. Построим прямую А Х  =  р.

1 Предполагается, что в квадратах A B X Y  и B C Z W  вершины перечислены 
в порядке против часовой стрелки и этот порядок сохраняется, даже если 
квадраты пересекают треугольник А В С  и друг друга.
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Применим метод освобождения точки (глава 3): времен
но откажемся от требования, чтобы точка L лежала на 
окружности. Отметим на прямой р  точку К  пересечения с 
одной из окружностей1. Отложим на прямой р отрезок AL, 
равный КА. Попросим точку L оставлять след. Двигая 
точку X, сделаем оборот прямой р  вокруг точки А. Точ
ка L зарисует окружность, пересечение этой окружности со 
второй даёт искомую точку L\.

Решение. Теперь понятно, как осуществить «бумажное» 
решение: отобразим первую окружность симметрично отно
сительно точки А, её образ пересекает вторую окружность 
в точках А и Lle Точке L\ соответствует искомая прямая 
ALi — р г. *

*В «Матконструкторе» версии б и в  «Живой математике» при прямом 
построении второй точки К  пересечения прямой А Х  и окружности возникает 
проблема: при встрече подвижная и неподвижная точки «меняются местами». 
Её можно решить так: строим диаметр окружности, перпендикулярный к А Х У 
и точку К  у симметричную точке А  относительно этого диаметра. (В «Маткон
структоре» версии 6 можно такж е воспользоваться специальным макросом: 
Макросы —> Построения с окружностью —> Вторая точка пересечения прямой 
и окружности.)
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5. Даны две окружности, пересекающиеся в точках А 
и В . Для произвольной прямой р, проходящей через точ
ку А , обозначим через К  и L другие точки пересечения этой 
прямой с данными окружностями. Найдите множество се
редин отрезков KL при всех возможных р.

(Подсказка. Проведите радиусы окружностей в точки 
К  и L соответственно.)

Эксперимент. Построим две окружности, назовём точки 
их пересечения А и В. Проведём окружность маленького ра
диуса с центром А, отметим на ней точку X , скроем окруж
ность. Построим прямую А Х  — р , отметим К  и L — точки 
пересечения этой прямой с окружностями.

Построим отрезок KL и его середину М, попросим её 
оставлять след (или даже живой след). Двигая точку X, 
сделаем оборот прямой р  вокруг точки А. Траекторией 
середины отрезка KL будет окружность, проходящая через 
точки А и В, с центром в середине отрезка, соединяющего 
центры данных окружностей. Эту гипотезу подкрепим, 
построив указанную середину О и проведя окружность с 
центром в точке О через точку А, — она совпадёт с траекто
рией.

Решение. Обозначим центры данных окружностей 0 \  
и 0 2. Пусть отрезок KL повернулся относительно точки А 
на угол против часовой стрелки, заняв положение K'L'. 
Тогда по теореме о вписанном угле центральные углы KOiK' 
и LO2L' оба равны 2р, т. е. точки К' и L' получаются 
поворотом на 2р против часовой стрелки относительно 
0 \  и 0 2. Это означает, что угол между радиусами 0 \К  и
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L

O2L при вращении KL не меняется (так называемая лемма 
о велосипедистах).

Пусть О — середина отрезка O1 O2 , М — середина отрез
ка KL. Заметим, что 0 \К  +  O2L =  2ОМ. Поскольку длины 
векторов 0 \К  и O2L постоянны и угол между ними не ме
няется, длина вектора ОМ также постоянна и он вращается 
вокруг точки О с той же угловой скоростью, что и векторы 
0 \К  и O2L. Значит, его конец М  заметает окружность.

Предыдущий абзац можно изложить и без применения векто
ров. Рассмотрим параллелограммы OOiKS и OO2 LP. Тогда ОМ — 
медиана треугольника OSP. При вращении отрезка KL треуголь
ник OSP вращается вокруг точки О, оставаясь равным себе. Зна
чит, конец его медианы ОМ заметает окружность.

Наконец, по задаче 4 найдётся положение прямой р, при 
котором отрезок KL делится пополам точкой А , т. е. точ
ка М  совпадает с точкой А. Отсюда следует, что ОМ =  ОА.

Замечание. Интересно также изучить траекторию точки, деля
щей отрезок KL в произвольном фиксированном отношении.

6. Даны две окружности, пересекающиеся в точках А 
и В. Для произвольной прямой р, проходящей через точ
ку А 9 обозначим через К  и L другие точки пересечения этой 
прямой с данными окружностями. Постройте такую пря
мую р 2 , чтобы длина отрезка KL была максимальна.
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Эксперимент. Построение аналогично предыдущей зада
че. Выведем на экран длину отрезка KL и будем вращать 
прямую р  = А Х  вокруг точки А. Отрезок KL максимален, 
когда он параллелен линии центров O1 O2 . Гипотезу под
крепим, построив прямую р 2 , проходящую через точку А  
параллельно O1 O2 . Максимум длины KL достигается, когда 
прямая р  совпадает с р 2 .

Решение. Проведём через точку А  произвольную пря
мую, пересекающую окружности вторично в точках К  и L, 
а через точку В — прямую, параллельную линии центров 
O1 O2 и пересекающую окружности вторично в точках Р и Q. 
Поскольку углы АВР и ABQ прямые, точки A, Oi, Р лежат 
на одной прямой, так же как и А, О2 , Q.

Пусть точки 0 1 и О2 лежат по одну сторону от пря
мой KL. Рассмотрим четырёхугольник KPQL . Поскольку 
вписанные углы АКР  и ALQ опираются на диаметры, они 
прямые, следовательно, KPQL — прямоугольная трапеция 
с основаниями КР  и LQ. Значит, KL ^ PQ, и равенство 
достигается тогда и только тогда, когда KL || PQ.

Пусть теперь точки 0 \  и О2 лежат по разные стороны 
от прямой KL. Четырёхугольник KPQL превращается в
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замкнутую ломаную, самопересекающуюся в некоторой 
точке С, при этом углы АКР  и ALQ по-прежнему пря
мые. Рассмотрев прямоугольные треугольники РКС и CLQ, 
запишем: КС < PC, CL < CQ (катет меньше гипотенузы). 
Заметим, что KL ^ КС +  CL при любом расположении точек 
К, L , С. Складывая неравенства, получаем KL  ^ КС +  CL < 
< PC +  CQ =  PQ. Таким образом, в этом случае максимум 
не достигается.

Замечание. Другое доказательство получится, если восполь
зоваться конструкцией из последнего абзаца задачи 5. Нам надо 
максимизировать отрезок KL, при этом в ломаной KSPL длины 
всех звеньев постоянны. Значит, наибольшее расстояние между 
концами ломаной К иЬ  достигается, когда точки К9 S , Р, L лежат 
на одной прямой, т. е. когда KL || O1 O2 . Обычно в задачах на 
минимум всё наоборот — фиксированы концы ломаной, а длины 
звеньев могут изменяться (ср. задачи 7.1, 7.4, Д60).

| См. также дополнительные задачи Д63—Д65.

* * *

Пример расположения материалов иа постере:

Авторы Название

Постановка задачи Чертёж

Результат (ответ, алгоритм 
построения...)

Решение (доказательство 
результата), формулы, 

чертежи
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Дополнительные задачи

К занятию 1

Д1. Впишите параллелограмм AECF в фиксированный 
прямоугольник ABCD так, чтобы точка Е лежала на сто
роне ВС, а точка F — на стороне AD.

Д2. Постройте квадрат с фиксированным центром и вер
шиной на фиксированной прямой.

ДЗ. Постройте квадрат, диагональ которого лежит на 
фиксированной прямой.

Д4. Постройте ромб ABCD, у которого вершина А  фикси
рована, а вершины В и D лежат на фиксированных лучах 
АР и AQ.

Д5. В фиксированном равнобедренном треугольнике ADE 
с основанием DE отметьте на стороне AD точку В, а на 
стороне АЕ — точку G так, чтобы выполнялось условие 
AF = EG. Постройте отрезок FG.

Д6. Зафиксирован угол, меньший 60°. Постройте пра
вильный треугольник, у которого две вершины лежат на 
одной стороне угла, а третья вершина — на другой. Сколько 
таких треугольников возможно?

Д7. Постройте прямоугольный треугольник, у которого 
катеты лежат на сторонах фиксированного прямого угла, а 
гипотенуза имеет фиксированную длину.

Д8. Дан угол. Постройте окружность, касающуюся сто
рон угла.

Д9. Дан прямой угол. Постройте прямоугольный тре
угольник с фиксированными сторонами так, чтобы верши
ны его острых углов двигались по двум сторонам данного 
прямого угла.

К занятию 3

Д10. Даны прямая k и две окружности шх и иоч по разные 
стороны от неё. Постройте квадрат, диагональ которого ле

113



жит на данной прямой ft, а концы другой диагонали — на 
данных окружностях.

Д11. Даны треугольник и отрезок АВ (он короче самой 
короткой высоты треугольника). Соедините две стороны 
треугольника отрезком, равным и параллельным АВ.

Д12. Дан треугольник АВС. Постройте параллелограмм 
APQR так, чтобы точка Р лежала на отрезке АВ, точка Q — 
на отрезке ВС, а точка R — на отрезке СА и при этом вы
полнялось соотношение AR : АР =  2 : 1 .

Д13. а) Даны две окружности и точка В. Постройте от
резок АС с концами на данных окружностях так, чтобы 
точка В была его серединой. Как должна быть расположе
на точка В относительно окружностей, чтобы задача имела 
решение?

б) Та же задача, но АВ : ВС =  1 : 2 .
в) Даны две концентрические окружности. Проведите 

хорду большей окружности так, чтобы меньшая окруж
ность разбивала её на три равных отрезка.

Д14. Дан треугольник АВС и точка О внутри него. По
стройте отрезок с серединой в точке О, концы которого ле
жат на границе треугольника АВС. Какое максимальное ко
личество решений может иметь эта задача?

Д15. Даны точка А, прямые ft и т. а) Постройте равно
сторонний треугольник АВС так, чтобы вершина В лежала 
на прямой ft, а вершина С — на прямой т. б) Постройте тре
угольник АВВ, д ля  которого ZBAD = 60°, BA : AD = 2 : 1 ,  
вершина В лежит на прямой ft, а вершина D — на пря
мой т.

Д16. Даны угол, прямая и точка. Постройте окружность 
с центром в заданной точке и её хорду с концами на сто
ронах заданного угла так, чтобы хорда была параллельна 
заданной прямой.

Д17. Дан треугольник АВС. Постройте точки X  и У 
на сторонах АВ и ВС так, чтобы выполнялись условия 
AX = BY и ХУ\ \ АС.

Д18. В данный параллелограмм впишите квадрат так, 
чтобы вершины квадрата лежали на четырёх разных сто
ронах параллелограмма.
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Д19. Даны параллелограммы ABCD и PQRS. Впишите в 
первый из них параллелограмм, подобный второму. (Вер
шины вписанного параллелограмма должны лежать на че
тырёх разных сторонах описанного параллелограмма.)

Д20. Даны окружность ш с отмеченной точкой А и не 
имеющая с ней общих точек прямая ft, на которой отмечена 
точка В. Постройте окружность, которая касается а) пря
мой и окружности в точке А, б*) прямой в точке В и окруж
ности.

Д21. Основания двух а) равнобедренных, б*) неравнобед
ренных остроугольных треугольников лежат на прямой ft, 
а вершины — по одну сторону от ft. Постройте прямую, па
раллельную прямой ft, от которой треугольники отсекают 
равные отрезки.

Д22*. Даны два непересекающихся круга и прямая ft. 
Постройте прямую, параллельную прямой ft, от которой 
окружности отсекают равные отрезки.

Д23*. Даны два непересекающихся круга и точка О. По
стройте прямую, проходящую через точку О, от которой 
окружности отсекают равные отрезки.

К занятию 4

Д24. Даны отрезок АВ и пересекающая его прямая I. 
Отметьте на прямой все точки С, для которых треуголь
ник АВС равнобедренный.

Д25. Дан треугольник АВС. а) Проведите через верши
ну А треугольника прямую, которая поделит его на две ча
сти равной площади, б) Найдите множество таких точек X, 
что площадь треугольника ВАХ  равна площади треугольни
ка САХ.

Д26. Даны прямоугольник и точка А. Проведите через 
точку А прямую, которая поделит прямоугольник на две 
части равной площади.

Д27. Дан треугольник. Найдите в его плоскости такую 
точку, чтобы сумма расстояний от неё до вершин и до сере
дин сторон треугольника (всего шесть отрезков) была наи
меньшей.
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Д28. Даны угол и точка А внутри него. Проведите через 
точку А  прямую, которая отсечёт от угла треугольник наи
меньшей площади.

Д29. Дана трапеция ABCD (основания AD и ВС, AD>BC). 
Прямая ft, параллельная основаниям, отсекает от угла ВАС 
треугольник PAQ площади S i, а от угла ACD треуголь
ник QCR площади S 2 . Найдите такое положение прямой ft, 
чтобы сумма Si +  S 2 была наименьшей.

ДЗО. (Задача Евклида.) Впишите в данный треугольник 
параллелограмм наибольшей площади так, что одна его вер
шина совпадает с вершиной исходного треугольника, а дру
гие три лежат на его сторонах.

Д31. Дан треугольник АВС. Через вершину А проведите 
прямую р  так, чтобы сумма расстояний от неё до вершин 
Б и С была а) наименьшей, б) наибольшей.

Д32. Даны острый угол и произвольная замкнутая кри
вая L внутри него (не имеющая общих точек со сторонами 
угла). Укажите точку кривой L, сумма расстояний от кото
рой до прямых, содержащих стороны угла, а) минимальна, 
б) максимальна.

К занятиям 2 и 5

ДЗЗ. Даны окружность с центром О и точка С а) вне её, 
б) внутри её. Рассматривают все отрезки CD, второй конец 
которых D лежит на окружности. Найдите множество сере
дин таких отрезков.

Д34. Даны точка С и произвольная кривая ft. Рассмат
риваются все отрезки CD, у которых середина Е лежит на 
кривой ft. Найдите множество точек D.

Д35. В треугольнике АВС положение вершин Б и С за
фиксировано, а вершина А перемещается в плоскости тре
угольника так, что медиана СМ имеет одну и ту же длину. 
По какой траектории движется точка А?

Д36. Заданы окружность и две точки А и Б на ней. Пусть 
М  — произвольная точка этой же окружности. На продол
жении отрезка ВМ  от точки М  откладывается отрезок MN, 
равный по длине отрезку AM. Найдите множество точек N.
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Д37. На окружности заданы точки А и Б и рассматрива
ются все диаметры CD. Найдите множество точек пересече
ния прямых (не отрезков!) ВС и AD.

Д38. Дана равнобокая трапеция ABCD (АВ = CD). Точки 
Q и Р одновременно начинают движение с равными скоро
стями: Q по отрезку АВ из вершины А, а Р — по отрезку CD 
из вершины С. Найдите траекторию середины отрезка PQ.

Д39. Дана окружность, на ней зафиксированы точки 
А и Б и «бегает» точка С. Найдите траекторию точки 
пересечения а) высот, б) биссектрис, в) медиан треуголь
ника АВС.

Д40. Даны отрезок АВ и параллельная ему прямая k> по 
которой «бегает» точка С. Найдите траекторию точки пере
сечения а) серединных перпендикуляров, б) медиан, в) вы
сот, г*) биссектрис треугольника АВС.

Д41. На координатной плоскости рассмотрим все парабо
лы вида у — х2 + рх -\- q, которые пересекают оси координат 
в трёх точках. Для каждой параболы через три указанные 
точки проводят окружность. Найдите общее свойство мно
жества всех таких окружностей.

Д42. На сторонах АВ и ВС треугольника АВС отмети
ли точки Р и Q соответственно. Вершина Б движется по 
плоскости так, что отношения АР : РВ и BQ : QC остают
ся неизменными1. Найдите общее свойство множества всех 
прямых PQ.

Д43. В треугольнике АБС отметили на стороне АВ точ
ку D. Для произвольной точки F на отрезке CD провели 
лучи AF и BF, которые пересекают стороны ВС и АС в точ
ках Е и G соответственно. Постройте множество прямых GE 
для всех возможных F и найдите их общее свойство.

Д44. (Зона безопасности.) Пусть орудие, стоящее в нача
ле координат, выпускает снаряд с начальной скоростью v 
под углом а к горизонту. Тогда координаты снаряда в МО-

с г ^
мент времени t будут x = vt cos а, у =  vt sin а  — g-, а значит,

1 Этого легко добиться, поскольку в «Живой математике», «Математи
ческом конструкторе» и «Геогебре» точка-потомок привязана к подвижному 
отрезку-предку таким образом, что делит его в постоянном отношении.
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у — x t g a  — — г—. Сделав замену к =  t g a  G (оо; -boo),2v2cos2 a
a =  2v2 =  const, получим у =  kx — a( 1 + k2)x2. В балли
стике важной задачей является найти область, через ко
торую не пройдёт ни одна из этих парабол (зона безопас
ности). Постройте и опишите множество парабол вида 
у — кх — а{ 1 +  к2)х2 при к Е (оо; +оо).

К занятию 6

Д45. а) По отрезку АС движется точка В. Отмечены точ
ка Р  — середина АВ и точка Q — середина ВС. Найдите ве
личину, которая остаётся неизменной, б) Внутри угла АОС 
поворачивается луч ОВ. Проведены ОР — биссектриса уг
ла АОВ и OQ — биссектриса угла ВОС. Найдите величину, 
которая остаётся неизменной.

Д46. Вершина угла В «бегает» по окружности, а стороны 
пересекают окружность в фиксированных точках А и С. 
а) Найдите постоянный угол, б) Найдите фиксированную 
точку на биссектрисе угла В.

Д47. Рассмотрим два четырёхугольника ABCD и А'ВС'В, 
где отрезки АС и AfС  равны и параллельны. Найдите ве
личину, которая одинакова для обоих четырёхугольников. 
(Четырёхугольники могут быть и невыпуклыми!)

Д48. В плоскости равностороннего треугольника АВС с 
высотой к отмечена точка М. Расстояния от М  до прямых 
АВ и АС равны с и Ъ. Найдите расстояние от М  до пря
мой ВС.

Д49. Через точку О проведены три прямые под углами 
60°. Из точки Р, лежащей вне прямых, опущены перпенди
куляры РА, РВ, PC на прямые. Опишите взаимное располо
жение точек Р, О, А, В, С.

Д50. Дан равносторонний треугольник АВС. На его сто
роне АС в другой полуплоскости от точки В построен ромб 
АСЬК. Как меняется угол KBL при движении стороны КЫ

Д51. На координатной плоскости хОу построена гипер
бола У =  “ • На положительной ветви гиперболы отмечают 
точку А и проводят через неё касательную к гиперболе. Рас
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сматривают отрезки ОВ и ОС, которые касательная отсека
ет от осей координат.

а) Опишите взаимное положение точек А, В, С.
б) Какая величина неизменна при движении точки А по 

ветви гиперболы?
Д52. Два квадрата (необязательно равные) пересекаются 

в восьми точках. Найдите пару равных и взаимно перпен
дикулярных отрезков с концами в этих точках.

Д53. На сторонах произвольного выпуклого четырёх
угольника наружу построили четыре квадрата. Найдите 
свойства двух отрезков, соединяющих центры противопо
ложных квадратов.

К занятию 7

Д54. Среди всех треугольников с данными длинами сто
рон АВ и АС (АВ < АС) найдите тот, у которого радиус 
описанной окружности минимален.

Д55. Даны отрезок АВ и а) пересекающая, б) не пересека
ющая его прямая k. Отметьте на прямой точку С так, чтобы 
радиус описанной окружности треугольника АВС был наи
меньшим.

Д56. Даны прямая т и две точки А и Б по одну сторону 
от неё. Постройте на прямой т такую точку М, чтобы сумма 
AM2 + МВ2 была наименьшей.

Д57. Даны прямая I и точки А и В, лежащие по разные 
стороны от неё. Постройте окружность, проходящую через 
точки А и В, так, чтобы прямая I высекала на ней хорду 
наименьшей длины.

Д58. Среди всех четырёхугольников с заданными длина
ми сторон, идущими в данном порядке, найдите четырёх
угольник наибольшей площади.

Д59. а) Найдите в плоскости треугольника точку, для ко
торой сумма квадратов расстояний до вершин наименьшая.

б) Та же задача, если точка лежит на данной прямой.
Д60. Найдите внутри остроугольного треугольника точ

ку, для которой сумма расстояний до вершин наименьшая.
Д61. Найдите в треугольнике а) точку X , для которой 

произведение расстояний до прямых, содержащих стороны,
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наибольшее, б) такую точку У, что если её соединить от
резками со всеми вершинами, то площади полученных тре
угольников равны.

Д62. (Американская математическая олимпиада, 1979 г.) 
Через данную точку М, лежащую внутри острого угла О, 
проведите отрезок АВ с концами на сторонах угла так, что
бы величина -Лт + тАт была наибольшей.AM ВМ

К главе 8

Д63. На сторонах треугольника АВС наружу построены 
квадраты АВКР и BCGF.

а) При каких условиях KF || АС?
б) Проведены прямые, содержащие биссектрису, медиа

ну и высоту треугольника KBF , исходящие из вершины В. 
Как эти прямые соотносятся с треугольником АВС?

в) Отмечены точка О — центр квадрата АВКР и точ
ка В — центр квадрата BCGF. Дополнительно известно, 
что угол АВС прямой. Опишите взаимное расположение 
биссектрисы BD треугольника АВС и отрезков AR и СО.

г) На сторонах треугольника АВС вне его построены 
квадраты АВКР , BCGF и САМИ. При какой величине 
угла АВС шестиугольник KPMNGF имеет наибольшую пло
щадь, если зафиксированы длины сторон ВС =  а и АВ =  с?

Д64. Даны две окружности, пересекающиеся в точках 
А и В. Для произвольной прямой р , проходящей через точ
ку А у обозначим через К  и L другие точки пересечения этой 
прямой с данными окружностями1.

а) Постройте такую прямую рз, чтобы длина отрезка KL 
была минимальна.

б) Пусть К' — середина отрезка АйГ, L' — середина отрез
ка AL. Постройте множество серединных перпендикуляров 
ко всем отрезкам K'L', найдите их общее свойство.

в) Существует ли точка, от которой равноудалены точки 
К  и L независимо от выбора прямой р? *

*При составлении этой задачи использована статья: В.Ю. Протасов. О двух 
велосипедистах и вишнёвой косточке / /  Квант. 2008. № 3. С. 41—44 
(h ttp ://geom etry. ru /a r tic le s /p ro ta so v b y c ic le .pdf).
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г) (О двух велосипедистах, XXI Международная матема
тическая олимпиада, Лондон, 1979 год.) Даны две окруж
ности, пересекающиеся в точках А и В. Два велосипедиста 
едут по этим окружностям (каждый — по своей) с посто
янными скоростями и в одном направлении (либо оба по 
часовой стрелке, либо оба против). Они одновременно выез
жают из точки А , делают один оборот и одновременно воз
вращаются в А. Докажите, что тогда найдётся неподвижная 
точка, которая всё время равноудалена от велосипедистов.

Д65. Даны окружность с центром О и точка Р внутри 
неё. Через точку Р проведены две взаимно перпендикуляр
ные хорды окружности — АС и BD . Построен отрезок XX, 
соединяющий середины сторон АВ и CD соответственно.

а) Опишите взаимное расположение отрезков KL и РО 
при вращении хорды АС вокруг Р.

б) Через точку К  провели окружность с центром G (точ
ка пересечения отрезков KL и РО). Через какие ещё точки 
четырёхугольника ABCD она проходит?
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Ответы, решения, указания 
к дополнительным задачам

Д1. Построение. Построим прямоугольник ABCD, отме
тим точку Е на отрезке ВС, проведём прямую АЕ. Через 
точку С проведём прямую, параллельную АЕ. Точку её пе
ресечения с AD назовём F. Отметим AECF как многоуголь
ник и скроем две прямые.

Д2. Указание. Соедините произвольную точку А  прямой 
с центром О. Постройте окружность с центром О и радиу
сом О А. Проведите из точки О перпендикулярную прямую 
к ОА. Окружность пересекает две перпендикулярные пря
мые в вершинах искомого квадрата ABCD.

ДЗ. Указание. Постройте на данной прямой произволь
ный отрезок АС, проведите к нему серединный перпендику
ляр, проведите окружность с центром в середине АС, прохо
дящую через точку А. Окружность пересекает две прямые 
в вершинах искомого квадрата ABCD.

Д4. Построение 1. Проведём лучи АР и AQ. Построим 
окружность с центром А, проходящую через произвольную 
точку В на луче АР, и пусть D — точка её пересечения с 
лучом AQ. Через точку В проведём прямую, параллель
ную AQ, через D — прямую, параллельную АР, отметим 
точку С на пересечении этих прямых. Отметим четырёх
угольник ABCD.

Построение 2 (используется инструмент «биссектри
са»). Построим биссектрису угла PAQ, отметим на ней 
произвольную точку С и проведём через неё две прямые, 
параллельные сторонам угла.

Д5. Построение. Чтобы построить равнобедренный тре
угольник ADE, построим два луча АВ и АС с общей верши
ной и проведём окружность произвольного радиуса с цен
тром А. На пересечении окружности с лучами отметим точ
ки D и Е и построим треугольник ADE. Построим произ-
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вольную точку F на отрезке AD. Чтобы построить EG =  AF, 
проведём окружность с центром Е и радиусом AF (для этого 
можно провести отрезок AF). На пересечении окружности 
с отрезком АЕ отметим точку G, соединим точки G и F. 
Скроем окружности.

А

Проверка. При движении точки F по отрезку AD точка G 
также перемещается. От точки G чертёж не зависит.

Д6. Указание. Сначала постройте высоту треугольника.
Построение. Отметим на одной стороне угла произволь

ную точку А, опустим из неё перпендикуляр АН  на вторую 
сторону угла. Построим два луча с вершиной А, составляю
щие с лучом АН  углы 30°. Точки их пересечения со второй 
стороной угла назовём В и С. Отметим треугольник АВС, он 
и будет искомым.

Проверка. При движении точки А по лучу размеры тре
угольника меняются, но он остаётся равносторонним.

Д7. Построение. Построим пару взаимно перпендикуляр
ных прямых а и 6, назовём точку их пересечения С. Отме
тим на прямой а произвольную точку А. На прямой b надо 
выбрать точку В на фиксированном расстоянии от точки А. 
Для этого построим отрезок PQ и проведём окружность с 
центром А и радиусом, равным PQ. На пересечении окруж
ности с прямой b отметим точку В. Отметим АВС как мно
гоугольник и скроем окружность.

Если оказалось, что окружность и прямая Ъ не пересека
ются, надо уменьшить отрезок АС.

Проверка. При движении точки А по прямой а длины 
катетов меняются, но угол остаётся прямым и гипотенуза 
фиксированной.
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Д8. Указание. Сначала постройте биссектрису угла.
Построение. Проводим биссектрису угла, выбираем на 

ней любую точку О, опускаем перпендикуляр ОН на одну 
из сторон угла. Проводим окружность с центром О, прохо
дящую через точку Н.

Проверка. При движении точки О получим семейство 
окружностей, касающихся сторон угла.

Д9. Указание. Сначала постройте треугольник-шаблон.
Построение. Построим прямоугольный треугольник АВС 

с прямым углом С, который будет шаблоном для нашего 
подвижного, но жёсткого треугольника. Построим две вза
имно перпендикулярные прямые, отметим на одной из них 
точку В. Построим окружность с центром D и радиусом АВ , 
на её пересечении с другой стороной угла отметим точку Е. 
Теперь из точек D и Е проведём окружности радиусами 
АС и ВС, одну из точек их пересечения назовём F. Постро
им треугольник с вершинами В, В, В, он и будет искомым. 
Вспомогательные окружности можно скрыть.

Д10. Решение. Отметим точку А  на окружности про
ведём прямую s, проходящую через точку А и перпендику
лярную прямой k. На пересечении прямых k и s отметим 
точку Q. Проведём окружность с центром Q и радиусом QA. 
На её пересечениях с прямыми k и s отметим точки В, С, В, 
получим четырёхугольник ABCD (квадрат). Двигая точку А 
по окружности сс?1 , построим траекторию точки С. Решения 
соответствуют пересечениям траектории с Ш2 . Может быть
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от 0 до 2 решений. Осевая1 симметрия одной из окружно
стей относительно k.

Д11. Указание. Построение аналогично задаче 3.3. П а
раллельный перенос треугольника на вектор АВ.

Д12. Реш ение. Временно откажемся от принадлежно
сти точки Q отрезку ВС. Построим указанный треуголь
ник АВС, отметим на стороне АВ произвольную точку Р. 
Отложим на луче АС отрезок AR = 2АР (например, два
жды построив окружность с радиусом АР). Поскольку у 
параллелограмма противоположные стороны параллельны, 
проведём через точки Р и R прямые, параллельные АС и АВ 
соответственно, и на пересечении отметим точку Q. Полу
чим параллелограмм APQR. Двигая точку Р, добьёмся того, 
чтобы точка Q попала на сторону ВС (прикидка).

Попросим точку Q оставлять след и будем двигать точ
ку Р по отрезку АВ. Получим луч, исходящий из вершины 
угла А. Вершина искомого параллелограмма находится на 
пересечении этого луча с отрезком ВС (эскиз).

Чтобы построить компьютерное решение, можно отме
тить два положения точки Q и провести через них прямую 
(или построить прямую AQ). На пересечении этой прямой 
с отрезком ВС отметим точку Qi и восстановим параллело
грамм.

Гомотетия параллелограмма APQR относительно точ
ки А.

1 Курсивом в тексте решения задач Д 10—Д19 выделено геометрическое пре
образование, которое осуществляется в задаче.
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Замечание. Гораздо легче случай AR : АР = 1 : 1 .  В этом слу
чае параллелограмм APQR является ромбом. Заметим, что у ром
ба диагональ является биссектрисой. Следовательно, AQ — биссек
триса треугольника АВС. Это соображение даёт и компьютерное 
решение, и доказательство.

Д13. Указание, а) Построение аналогично задаче 3.1. 
Симметрия одной из окружностей относительно точки В. 
Чтобы задача имела решение, точка В должна попасть в 
множество середин всех отрезков с концами на данных 
окружностях (см. задачу 5.5).

б) Построение аналогично задаче 3 .4 . Гомотетия окруж
ности с центром В и коэффициентом —2.

в) Пусть хорда AD большей окружности пересекает мень
шую в точках В и С. Заметим, что АВ — CD. Поэтому 
для выполнения условия задачи необходимо и достаточно, 
чтобы выполнялось равенство АВ =  ВС. Далее используем 
пункт а), выбрав в качестве В произвольную точку меньшей 
окружности.

Д14. Указание. Построение аналогично задаче 3.1. По
лучим треугольник, симметричный треугольнику АВС от
носительно точки О. У этих треугольников может быть не 
больше шести точек пересечения, им соответствуют не боль
ше трёх решений.

Д15. Решение. Построим прямые ft и т и точку А. Вре
менно откажемся от принадлежности вершины С прямой т. 
Выберем на прямой ft произвольную точку В и построим 
отрезок АВ. Построим правильный треугольник АВС на от
резке АВ как на стороне.

а) Выберем такое положение точки В, чтобы точка С по
пала на прямую т (прикидка).

Попросим точку С оставлять след. Когда точка В про
бегает прямую ft, точка С также вырисовывает прямую s. 
Пересечение прямой s с прямой т соответствует решению 
задачи (эскиз).

Получить компьютерное решение можно, построив два 
положения точки С и проведя через них прямую s.

Поскольку можно построить два правильных треуголь
ника АВС и АВС' по разные стороны от АВ, получим две
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прямые si и S2 , две точки пересечения с т (С\ и С2 ) и два 
решения задачи.

б) Построим середину отрезка АС, назовём её D, отметим 
треугольник ABD. Попросим точку D оставлять след. Даль
нейший ход решения такой же, как в пункте а). Решений 
также два.

А

а) Поворот прямой k на угол 60° относительно точки А 
(либо по часовой стрелке, либо против), б) Поворот пря
мой k на угол 60° относительно точки А (либо по часовой 
стрелке, либо против) и последующая гомотетия относи
тельно точки А с коэффициентом Ср. задачу 3.8 б).

Д16. Решение. Построим угол и прямую k, отметим точ
ку С, а на стороне угла — точку D. Построим окружность с 
центром С, проходящую через точку D. Проведём через точ
ку D прямую, параллельную k , и пусть она вторично пересе
кает окружность в точке Е. Двигая точку D по стороне угла, 
построим траекторию точки Е. Точке пересечения траекто
рии со второй стороной угла соответствует решение задачи.

Чтобы понять связь траекторий точек D и Е, можно от
вязать точку D от луча, попросить её также оставлять след
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и начертить ею произвольную кривую. Тогда легко уви
деть, что траектория точки Е симметрична траектории 
точки D относительно прямой р , проходящей через центр 
окружности С перпендикулярно прямой k. Действительно, 
прямая р  является осью симметрии хорды DE. Тем самым 
«бумажное» решение выглядит так: надо отразить одну 
сторону угла относительно прямой р , поставить точку Е на 
пересечении образа со второй стороной луча и симметрично 
ей поставить точку £>, тогда хорда DE искомая.

Д17. Реш ение 1. Временно откажемся от равенства отрез
ков А Х  и BY. Отметим на отрезке ВС произвольную точ
ку У, а на отрезке ВА — точку X  так, чтобы выполнялось 
условие X Y  || АС. Отложим на луче ХА  точку А' так, чтобы 
выполнялось равенство ХА! — BY. Двигая точку У, совме
стим точки А и А' (прикидка). Эскиз выполнить трудно. 
Заметим, что все ломаные BYXA' гомотетичны друг дру
гу с центром В. Осуществим гомотетию ломаной BYXA

ВАс центром В и коэффициентом - ^ 7  и получим искомую 
ломаную.

Реш ение 2 . Временно откажемся от параллельности от
резков А Х  и BY. Построим множество отрезков X Y  (см. за
дачу 5.4). Границей этого множества (огибающей семейства 
отрезков ХУ) будет парабола. Построим касательную к этой 
параболе и выберем такое её положение, чтобы она была 
параллельна АС. Отрезок X Y  лежит на этой касательной.

Д18. Реш ение. Построим параллелограмм ABCD, от
метим его центр О (как середину диагонали). Заметим, 
что центр искомого квадрата совпадает с центром парал
лелограмма (см. решение следующей задачи). Получаем
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задачу: построить квадрат PQRS, центр которого О дан, 
а вершина Р принадлежит отрезку АВ (тогда в силу цен
тральной симметрии вершина R будет принадлежать от
резку CD). Для этого отметим на отрезке АВ точку Р, 
построим прямую РО и перпендикулярную ей прямую через 
точку О, проведём окружность с центром О и радиусом ОР. 
Оставшиеся три точки пересечении окружности с двумя 
прямыми в очевидном порядке назовём Q, В, S. Двигая 
вершину Р по отрезку АВ, добьёмся того, чтобы вершина Q 
попала на отрезок ВС (одновременно в силу симметрии 
вершина S попадёт на отрезок DA). Это возможно не всегда.

Чтобы построить эскиз, нарисуем траекторию точки Q, 
возникающую при движении точки Р, вершиной квадрата 
будет точка пересечения траектории с отрезком ВС.

Траектория точки Q является прямой, её можно постро
ить, соединив прямой р  два положения точки Q. Отметим 
на пересечении р  и ВС точку Qi, далее построим квадрат 
P1Q1R1S 1 (компьютерное решение).

Траектория точки Q является прямой, получаемой по
воротом прямой АВ на угол 90° относительно точки О. 
В зависимости от количества пересечений прямой ВС с об
разом прямой АВ может быть 0 или 1 решение.

Д19. Решение. Сначала докажем, что если вершины 
параллелограмма A iB iCijDi лежат на сторонах параллело
грамма ABCD (точка А\ лежит на стороне АВ, точка В\ — 
на стороне ВС и т.д.), то центры параллелограммов сов
падают. Центр параллелограмма A iB iCijDi как середина 
отрезка BiDi принадлежит отрезку, соединяющему середи
ны сторон АВ и CD. Аналогично он принадлежит отрезку, 
соединяющему середины сторон ВС и AD. Точка пересече
ния этих отрезков — центр параллелограмма ABCD.

Построим параллелограмм ABCD, отметим его центр О', 
отметим на отрезке АВ произвольную точку Р'. Построим 
прямую Р'О', на пересечении её с CD отметим точку В'. 
Построим прямую О'Т так, что угол Р'О'Т равен углу между 
диагоналями параллелограмма PQRS (возможен поворот в 
две стороны). На прямой О'Т отметим точку Q' так, что 
O'Q': OQ = О'Р': ОР, где О — центр параллелограмма PQRS,
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и точку S', симметричную Q' относительно О'. Будем дви
гать точку Р' по отрезку АВ, пока точка Q' не попадёт на от
резок ВС (это возможно не всегда). Поворотная гомотетия 
относительно центра О' параллелограмма ABCD с углом, 
равным углу между диагоналями параллелограмма PQRS,

QS
и коэффициентом Задача имеет от 0  до 2 решений.

Д20. Решение, а) Построим произвольную окружность и/, 
касающуюся данной окружности и в точке А, проведём из 
центра а/ прямую р, перпендикулярную к данной прямой k, 
на пересечении прямой р  с окружностью и' отметим точ
ку D. Будем менять радиус окружности ио' и следить за тра
екторией точки D . Искомая окружность касается прямой k 
в точке пересечения траектории с k (эскиз). Чтобы постро
ить компьютерное решение, заметим, что траектория точ
ки D — прямая, проходящая через точку А. Построив пря
мую AD, заметим, что она вторично пересекает окружность 
uj в точке Е , самой удалённой от прямой k. Действительно, 
пусть О и О' — центры окружностей ш и и'. Тогда треуголь
ник ОАЕ подобен треугольнику О'АП, поэтому точка D ле
жит на прямой ЕА . Тем самым «бумажное» решение выгля
дит так: построим прямую ЕА, на её пересечении с k отме
тим точку D, восстановим из неё перпендикуляр к k. Центр 
искомой окружности лежит на пересечении прямой ОА и 
этого перпендикуляра.

Е

б*) Построим произвольную окружность ио", касающую
ся данной прямой k в точке В. Соединим центры окруж
ностей и и и", отметим на пересечении линии центров с
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переменной окружностью ш" точку С и будем следить за её 
траекторией при изменении радиуса окружности ш". Иско
мая окружность касается окружности со в точке пересече
ния траектории с си (только компьютерное решение).

Д21. а) Указание. Параллельным переносом совместим 
треугольники по высоте, проведённой к основанию.

б*) Решение. Можно считать, что треугольники не пе
ресекаются, иначе перенесём один из них параллельно к. 
Проведём прямую р, параллельную k> так, чтобы она пе
ресекла оба треугольника. Обозначим точки пересечения в 
порядке следования на прямой А, В, С и D. От точки С на 
луче CD отложим отрезок СВ, равный отрезку АВ. Двигая 
прямую р  параллельно себе, построим траекторию точки В. 
Пересечение этой траектории со стороной второго треуголь
ника, содержащей точку В, определяет решение.

Заметим, что искомая прямая существует не всегда. Обо
значим основания треугольников а\ и <*2 , а высоты, прове
дённые к ним, — h\ и Л2 соответственно. Необходимое и до
статочное условие существования решения: а\ ^ a<i и h\ ^ Л2  

либо а\ ^ а2 и h\ ^ Л2 . В самом деле, пусть мы провели 
прямую р  на расстоянии х от прямой к . Обозначим дли
ну отрезка АВ через Д (х), а длину отрезка CD через Д (*) • 
Построим графики функций у =  Д (х) и у — fг (#) в одной 
координатной плоскости. Если графики пересекаются, то у 
задачи есть решение, а если не пересекаются, то нет. Заме
тим, что fi(x) — линейные функции (как разности значений 
линейных функций, графики которых задают стороны тре
угольников) и их графиками служат отрезки с концами в 
точках (0; at) и (Л*; 0), i =  1, 2. Теперь критерий существо
вания решения очевиден. С помощью этого подхода можно 
получить и аналитическое решение задачи.

Д22. Указание. Построение такое же, как в предыдущей 
задаче, но с заменой треугольников на окружности. Реше
ние есть не всегда, поиск условий разрешимости и изучение 
траектории точки Е представляет собой непростую задачу.

Д23. Указание. Проведём через точку О прямую р  так, 
чтобы она пересекла обе окружности. Обозначим точки пе
ресечения в порядке следования на прямой А, В, С и D.
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От точки С на луче CD отложим отрезок СЕ, равный отрез
ку АВ. Вращая прямую р  вокруг точки О, построим тра
екторию точки Е . Пересечение этой траектории с окружно
стью, содержащей точку В, определяет решение.

Д24. Эксперимент. Построим треугольник АВС, у кото
рого сторона АВ зафиксирована, а вершина С движется по 
фиксированной прямой I. Выведем на экран длины трёх его 
сторон и будем отмечать положения точки С, в которых две 
стороны будут равны. Насчитаем пять таких положений.

Решение. Если АС =  ВС, то вершина С лежит на пересе
чении I и серединного перпендикуляра к АВ. Если АВ = ВС, 
то вершина С лежит на пересечении I и окружности с цен
тром В и радиусом АВ (две точки пересечения прямой и 
окружности дадут два треугольника). Аналогично рассмат
ривается случай, когда АВ =  АС.

Замечание. Удобно с помощью компьютера обнаружить, что 
решений пять (условие пересечения отрезка АВ и прямой I дано 
именно затем, чтобы все они реализовались), а затем найти их все 
аналитически.

Д25. Ответ, а) Прямая, содержащая медиану AM. б) Пря
мая, содержащая медиану AM, и прямая, параллельная ос
нованию ВС, проходящая через вершину А.

Указание, б) Приравняв площади двух треугольников 
ВАХ  и САХ с общим основанием АХ, докажите, что рас
стояния от точек В и С до прямой А Х  одинаковы. Далее 
используйте задачу 4.2.

Д26. Ответ. Прямая, проходящая через центр прямо
угольника.

Замечание. Теперь следующая задача решается в уме. Даны 
два прямоугольника. Проведите прямую, которая поделит площа
ди обоих прямоугольников пополам.

Д27. Ответ. Точка пересечения медиан треугольника.
Указание. Рассмотрим треугольник АВС. Пусть А\ — се

редина ВС. Докажите, что АХ  +  XAi минимально тогда и 
только тогда, когда X  принадлежит медиане AAi.

Д28. Эксперимент. Построим угол с вершиной О, отме
тим внутри него точку А, проведём через А прямую, точки
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её пересечения со сторонами угла обозначим через В и С. 
Отметим треугольник ОВС и будем следить за его площа
дью, вращая прямую ВС вокруг точки А . Минимум пло
щади достигается при таком положении прямой ВС, что 
АВ = АС. Эту гипотезу можно подкрепить, построив сере
дину отрезка ВС.

Решение. Проведём через точку А  другую прямую, пе
ресекающую стороны угла в точках В' и С'. Нам надо 
доказать, что Sob'c  ~ Sobc > 0 . Заметим, что Sob'C' — Sobc =  
= Sacc' — Sabb'• Проведём отрезок CD параллельно В В' 
(см. рисунок), тогда треугольники ACD и АВВ! равны по 
стороне (АВ = АС) и двум прилежащим углам. Но тре
угольник ACD лежит внутри треугольника АСС', поэтому 
S a c c  — S a b b ' =  S d c c ' >  0 .

Построить искомую прямую ВС можно с помощью зада
чи 3.1.

Д29. Ответ. Прямая, проходящая через точку пересече
ния диагоналей.

Указание. Проведём диагональ ВВ, отметим точку пе
ресечения диагоналей О и точку Т пересечения k и BD. 
Заметим, что PQ =  ТВ, а РТ — QR. Поэтому Sqcr =  Spbt> 
a Si + S 2 = Sabo + Sqot ^ Sabo• Равенство достигается при 
Sqot = 0 , т. е. когда прямая k проходит через точку О.

ДЗО. Эксперимент. На стороне АВ треугольника АВС от
метим точку Р, проведём через неё прямые, параллельные 
АС и ВС, на пересечении со сторонами отметим точки R и S 
(PR || АС, PS || ВС). Построим четырёхугольник CSPR, вы
ведем на экран его площадь. Будем двигать точку Р по сто
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роне АВ и искать наибольшее значение площади. Оно до
стигается в случае, когда Р совпадает с серединой сторо
ны АВ. Подкрепим гипотезу, построив точку М  — середи
ну АВ и целенаправленно подводя к ней точку Р.

Решение 1. Пусть площадь треугольника АВС равна 1. 
Тогда площадь «серединного» параллелограмма с диаго
налью СМ равна Докажем, что площадь любого друго-

АРго параллелограмма CSPR меньше. Пусть =  к. Тогда 
РВ~г= =  1 — к .Треугольник APS подобен треугольнику АВС 
A.J3
с коэффициентом к, и его площадь равна = k2. Анало
гично площадь треугольника РВЯ равна (1 -  к)2. Значит, 
площадь параллелограмма CSPR равна

1 -  к2 -(1 -  к)2 =  2k-  2 =  -  <

причём равенство достигается при
Решение 2. Докажем, что площадь параллелограмма 

CSPR меньше половины площади треугольника АВС все
гда, кроме случая, когда Р совпадает с М — серединой 
стороны АВ. Пусть РВ < РА. Отобразим треугольник SAP 
центрально-симметрично относительно точки D — середи
ны стороны SP. Полученный треугольник SPQ выходит 
за пределы исходного и пересекает сторону ВС в точках 
Г и й .  Заметим, что треугольник CST равен треугольни
ку RPB (например, по стороне и двум прилежащим углам), 
а треугольник SAP равен треугольнику SPQ. Площадь па
раллелограмма равна S c s t  + S s t r p • А площадь оставшихся 
частей треугольника АВС равна Srpb +  Ssap> что больше 
площади параллелограмма.

В
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Д31. Указание. Задача обобщает задачу 4.7. Есть четыре 
кандидата в экстремальные прямые: прямые, на которых 
лежат стороны АВ , АС и высота AQ, а также прямая, пер
пендикулярная медиане АТ. Минимум и максимум дости
гаются для двух прямых из этих четырёх в зависимости от 
вида треугольника АВС.

Д32. Указание. Задача обобщает задачу 4.8. Постройте 
биссектрису угла и опустите на неё перпендикуляр из про
извольной точки кривой L. Искомый минимум соответству
ет минимальному расстоянию от основания перпендикуля
ра до вершины угла.

ДЗЗ. Ответ. Окружность радиусом вдвое меньше исход
ной с центром в середине отрезка СО.

Д34. Ответ. Кривая, гомотетичная k относительно точ
ки С с коэффициентом 2. Эту и предыдущую задачи можно 
использовать для пропедевтики или закрепления понятия 
гомотетии.

Д35. Эксперимент. Построим отрезок ВС и окружность 
с центром С. Отметим на окружности точку М, проведём 
отрезок ВМ  и удвоим его: ВМ  — МА. Двигая точку М  по 
окружности, нарисуем траекторию точки А. Это окруж
ность с центром в такой точке К , что С — середина 
отрезка КВ.

Решение. Из построения видно, что точка А  получается 
из точки М  при гомотетии с центром В и коэффициентом 2. 
Следовательно, траектория точки А  получается с помощью 
этой же гомотетии из траектории точки М.

Д36. Эксперимент. Чтобы осуществить требуемое постро
ение, проведём окружность с центром М  радиуса МА и на 
пересечениях её с лучом ВМ  поставим точку N. Попросим 
её оставлять след и будем двигать точку М  по окружности. 
Точка N  зарисует дуги двух окружностей, общая грани
ца дуг — точка А, две другие границы дуг возникают при 
стремлении М  к В с двух сторон.

Решение. Заметим, что, когда точка М  скользит по од
ной из дуг АВ , величина угла АМВ  фиксирована (по теоре
ме о вписанном угле). Обозначим её а. Тогда на другой дуге 
величина угла также фиксирована и равна 180° -  а. Про
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ведём отрезок A N .Так как треугольник ANM  равнобедрен
ный, по теореме о внешнем угле ZANM ~АМВ =  ^ либо

C i Са

90° -  ^ в зависимости от положения точки М. Заметим, 
что точки М  и N  находятся по одну сторону от прямой АВ. 
Значит, все точки N  по одну сторону от прямой АВ лежат на 
дуге АВ , вмещающей угол а по другую — угол 90° —

Cl Cl

Точнее, нам годятся только части этих дуг от точки А  до 
точки пересечения каждой дуги с касательной к окружно
сти в точке В (это предельное положение секущей МВ при 
её вращении вокруг В).

Замечание. Сходным образом можно доказать, что если откла
дывать отрезок M N  на луче МВ, то точка N  зарисует дуги, допол
няющие указанные дуги до двух окружностей.

Д37. Эксперимент. Построим окружность с центром О, 
отметим на ней три точки А, В и С. Проведём луч СО, на 
его пересечении с окружностью отметим точку D. Построим 
прямые ВС и AD , точку их пересечения назовём Е. Попро
сим точку Е оставлять след и «обернём» точку С по окруж
ности. Получим траекторию, похожую на окружность, про
ходящую через точки А и В. Какую именно окружность? 
Проведём прямые О А  и О В и увидим, что это окружность, 
касающаяся сторон угла АОВ в точках А и В.
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Чтобы подкрепить нашу гипотезу, построим живой след 
точки Е при движении точки С, а также указанную окруж
ность (например, проведя прямые, перпендикулярные к ОА 
и ОБ, через точки А и В соответственно). Окружность сов
падёт с живым следом. Рассмотрим сразу серию случаев, 
двигая точки А и Б по окружности: при любых вариациях 
траектория точки Е будет совпадать с построенной окруж
ностью.

Замечание. У этих окружностей касательные в общих точках 
взаимно перпендикулярны. Такие окружности называются орто
гональными друг другу.

Указание1. Всего возможно два случая взаимного распо
ложения хорды АВ и диаметра CD: в первом случае они 
пересекаются, а во втором — нет.

Пусть ZACB =  а  и прямые AD и ВС пересекаются в точ
ке Е 1 . Если точки С и D поменять местами, то получим 
точку £ 2 • Они обе лежат на искомом множестве точек. Да
лее для определённости будем считать, что точка С всегда 
находится в одной полуплоскости относительно АВ. Будем 
изучать множество точек Е i и £ 2.

Рассмотрим первый случай. Поскольку CD — диаметр, 
/С ББ 2  = 90° и /А Б 2Б = 90° -  а = ZAEiB. Заметим, что *

*Это доказательство автор узнал от Д. В. Прокопенко.
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точки Е 1 и £ 2  лежат в одной полуплоскости относитель
но АВ  и в разных с точкой С (см. левый рисунок).

Во втором случае получим, что точка Е\ лежит в одной 
полуплоскости относительно АВ с точкой С как точка 
пересечения диагоналей выпуклого четырёхугольника, а 
точка E<i — в разных полуплоскостях (см. правый рисунок). 
Имеем Z.AE2B =  90° — а. Из вписанного четырёхугольника 
АЕ 1 ВЕ2 получим, что ZAEiB  =  90° +  а.

Тем самым все точки принадлежат окружности, прохо
дящей через точки А и В.

Докажем, что каждая точка указанной окружности под
ходит. Отметим на ней произвольную точку Е , проведём 
прямые АЕ и BE , отметим точки С, D. Из счёта углов 
аналогично первой части доказательства легко вывести, 
что угол CBD прямой, а значит, CD — диаметр исходной 
окружности.

Из треугольника АОВ получаем ZOAB =  90° — а  = ZAE2B. 
Поэтому О А  — касательная к указанной окружности.

Д38. Эксперимент. Чтобы получить равнобедренную тра
пецию, можно построить угол и две окружности с центром в 
вершине угла. Далее добьёмся равенства отрезков СР и AQ , 
как в задаче 5.4. Построив траекторию середины отрез
ка PQ, получим отрезок, соединяющий середины диагона
лей АС и BD .
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Решение. Проведём среднюю линию трапеции RS , а 
также отрезки QU и PV, параллельные основаниям тра
пеции. Поскольку CP = AQ , отрезок RS — средняя линия 
также и трапеции QVPU, а значит, она делит пополам 
и её диагональ PQ. Следовательно, искомое множество 
принадлежит RS.

Пусть средняя линия RS пересекает диагональ АС в точ
ке Т, а диагональ ВВ — в точке W. Из треугольника DCA
имеем RT =  из треугольника UPQ — RX =  а из тре-

"  D / m  "

угольника CDB — RW  =  — . Поскольку BA ^ C/Q ^ ВС, по
лучаем, что RT ^ ВХ ^ ВЖ, т. е. точка X  лежит на отрез
ке TW. (Отметим, что если равнобокую трапецию заменить 
на параллелограмм, то искомым множеством середин будет 
всего одна точка, поскольку все неравенства в предыдущей 
фразе обратятся в равенства.)

D А

Теперь докажем, что любая точка отрезка TW  подходит. 
Выберем на отрезке TW  произвольную точку X  и отобра
зим отрезок АВ центрально-симметрично относительно X. 
Назовём полученный отрезок A iB i, а точку пересечения 
отрезков AiBi и CD назовём Е \. Точка Ai попадёт на осно
вание ВС (поскольку средняя линия делит пополам любой 
отрезок с концами на основаниях), a А 1 В 1 || АВ. Треуголь
ник А\ЕС  равнобедренный (углы при основании равны). 
Отметим точку Е , центрально-симметричную Е\ относи
тельно X. Она попадёт на отрезок АВ, причём EX =  XEi ,  
АЕ — А \Е \ = EiC в силу симметрии. Итак, для произволь
ной точки X  отрезка TW  существует искомый отрезок, что 
и требовалось доказать.
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Замечание. Задача упростится, если попросить доказать толь
ко, что множество середин отрезков PQ лежит на одной прямой.

Задача усложнится (но ответ не изменится), если вместо трапе
ции взять произвольные отрезки АВ  и CD и пустить по ним точки 
Р и Q со скоростями, пропорциональными длинам отрезков (так 
что движение точек Р и Q начинается одновременно и заканчива
ется одновременно).

Д39. а) Эксперимент см. в задаче 2.6.

Ответ: окружность, симметричная данной относительно 
прямой А В .

Решение. Пусть точка С лежит на большей дуге окруж
ности и вписанный угол АС  В  равен 7. Заметим, что для 
любой точки С1 , лежащей на меньшей дуге этой окружно
сти, угол А С \В  равен 180° — 7. Поскольку в четырёхуголь
нике H K C L  два угла прямые, угол K H L  равен 180° -  7. 
Угол А Н В  вертикальный с ним и тоже равен 180° -  7. Сле
довательно, точка Н  лежит на дуге окружности, симмет
ричной меньшей дуге А В  относительно прямой А В .

Аналогично если точка С лежит на меньшей дуге А В , то 
вписанный угол АС  В  равен 180° — 7. Тогда угол K H L  равен 
7, следовательно, Н  лежит на дуге окружности, симметрич
ной большей дуге А В  относительно прямой А В .

Замечание. Можно также при решении использовать тот факт, 
что точка, симметричная ортоцентру треугольника относительно 
прямой, содержащей его сторону, лежит на описанной окружно
сти треугольника. Поскольку у множества рассматриваемых тре
угольников АВС одна и та же описанная окружность, множеством 
точек, симметричных ортоцентру Н  относительно фиксированной 
прямой АВ, является эта же окружность. А значит, искомым мно
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жеством является окружность, симметричная данной относитель
но прямой АВ.

б) Эксперимент. В конструкции задачи 2.6 построим бис
сектрисы углов А и В, отметим точку их пересечения I и 
будем вычерчивать её след при движении точки С по окруж
ности. Получим дуги двух окружностей с концами в точ
ках А и В. Построив окружность по точкам А, В, I, увидим, 
что её центр лежит в точке S пересечения серединного пер
пендикуляра к отрезку АВ с исходной окружностью, она 
же точка пересечения биссектрисы угла С с окружностью 
(таких точек две, каждая соответствует своей дуге).

S2

Решение. Докажем, что в обозначениях предыдущего 
абзаца справедливо равенство SA =  SB = SI (теорема о 
трилистнике). Равенство SB =  SA очевидно из определе
ния точки S. Пусть угол САВ равен 2а, угол АСВ равен 2 7 . 
Тогда AAIS = а +  7  как внешний угол треугольника ACI. 
В свою очередь, AIAS = AIAB + ABAS = а + ABCS = а  + 7  =  
= AAIS. Следовательно, треугольник AIS  равнобедренный, 
SA = SI. Итак, для любой точки I  имеем IS — IA = const. 
Значит, точка I лежит на дуге окружности с центром S.

Докажем, что любая точка указанной дуги является точ
кой пересечения биссектрис одного из треугольников АВС. 
Пусть на окружности даны такие точки А, В и S, что 
AS = BS. Построим дугу окружности с центром S и ра
диусом SA , лежащую внутри исходной окружности. От
метим на дуге произвольную точку I. По S и I постро
им С. Обозначим AACS = ABCS = 7 (они равны как впи
санные углы, опирающиеся на равные дуги), AIAB = а, 
AIAC = х. Рассуждая аналогично предыдущему абзацу, 
получаем AAIS = х + 7 = AIAS = а  +  7, а значит, х = а.

141



Замечание. Более слабое утверждение о том, что множество то
чек пересечения биссектрис представляет собой объединение двух 
дуг окружностей с концами в точках А и Б, можно доказать с по
мощью формулы, связывающей угол между двумя биссектрисами 
треугольника с углом при третьей вершине (в духе пункта а)).

в) Ответ. Окружность радиусом втрое меньше, чем у ис
ходной окружности, с центром в точке пересечения медиан 
треугольника АОВ (О — центр исходной окружности).

А

Решение. По теореме о медианах точка М  делит медиа
ну CD в отношении 2 : 1 ,  считая от точки С. Заметим, что 
точка D — середина отрезка АВ, т. е. фиксированная точка. 
Следовательно, траектория точки М  получается из исход
ной окружности гомотетией с центром в точке D и коэф
фициентом т.е. это окружность, причём втрое меньшего 
радиуса.

Замечание. Задача в) легко обобщается на случай произволь
ной траектории точки С. Задачи а) и б) становятся весьма слож
ными уже для случая прямой траектории точки С (см. задачу 
Д40 в), г)).

Д40. а) Ответ. Отрезок серединного перпендикуляра 
к АВ.

б) Ответ. Прямая, равноудалённая от АВ и k.
в) Ответ. Парабола, проходящая через вершины А и В, 

осью симметрии которой является серединный перпендику
ляр к отрезку АВ.

Указание. Обозначим вершины треугольника через А, В 
и С, ортоцентр — Н. Введём систему координат так, что
бы точки имели следующие координаты: А (— Ь), В(а; Ь),
С(х; 0), Н(х; у). Нам надо найти зависимость у от х. Выпи
шем координаты векторов СВ — и АН  (а +  —
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Приравняем скалярное произведение этих векторов нулю:
аг — х2 +  уЪ — Ъ2 =  0, откуда следует, что у =  — -̂-----— .
Нетрудно проверить, что при х =  ±а  выполнено равенство 
У  =  Ь.

г) Указание. Обозначим вершины треугольника через А, 
Б и С, а точку пересечения биссектрис — через I. Введём 
систему координат так, чтобы точки имели следующие 
координаты: А (—1;0), В (1;0), C(c;s), 1(х;у). Тогда пло
щадь треугольника АВС равна s, у равно радиусу вписанной

2sокружности, поэтому у =  - — —— — , х равно расстоянию
Л + ЛС -|- £>С

от точки I  до серединного перпендикуляра к АБ, поэтому
\АС -  ВС\ m ^  ^

х = ----- -̂---- • Теперь, выражая АС и ВС через с и s, можно
задать искомую кривую параметрически.

Замечание. Зная ответ к задаче в), можно устно решить сле
дующую задачу. Вершины А и Б треугольника АБС принадлежат 
параболе, осью симметрии которой является серединный перпен
дикуляр к отрезку АВ. Вершина С «бегает» по этой же параболе. 
Найдите траекторию точки пересечения высот треугольника АБС. 
(Источник задачи: http://janka-x.livejournal.com /256598.htm l.)

Д41. Эксперимент. Для того чтобы строить разные па
раболы, можно создать ползунки, задающие значение ко
эффициентов р  и q. Введём систему координат, построим 
график у =  х2 + рх + q. Построим окружность, проходящую 
через точки пересечения параболы с осями, подвигаем пол
зунки. Парабола движется, при этом радиус и центр окруж
ности изменяются. Попросим окружность оставлять след. 
Заметим, что множество следов имеет общую точку (0; 1).

Решение. Докажем, что все проведённые окружности 
содержат точку £>(0; 1). Пусть x i, х% — корни трёхчлена 
х2 + р х  + q. Парабола пересекает ось ОХ в точках А (х i; 0) и 
В(хг;0), а ось OY — в точке С(0;д). Рассмотрим окруж
ность, описанную около треугольника АБС. Пусть D — 
вторая точка пересечения окружности с осью ординат. По 
свойству хорд (секущих), проведённых в окружности через 
одну точку, получим ОА • ОБ = ОС • OD. Так как ОС = \q\ и 
ОА • ОБ = |jci | • 1* 2 1 = |* i* 2 1 = \я\ (по теореме Виета), имеем
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OD — 1. Поскольку точка D имеет положительную ордина
ту, имеем D(0; 1), что и требовалось.

Д42. Эксперимент1. Построим треугольник АВС, отме
тим точки Р и Q, как в условии, и проведём прямую PQ. 
При движении точки В прямая PQ также движется. По
просим прямую PQ оставлять след и увидим, что у мно
жества прямых PQ есть общая точка R . Построив пря
мую АС, увидим, что точка R расположена на ней. Чем

может определяться её положение? Что зафиксировано на 
этом подвижном чертеже, кроме точек А и С? При движе
нии точки В длины отрезков АВ и ВС меняются, однако 
постоянны отношения АР  : РВ и BQ : QC — выведем их на 
экран. Из эксперимента мы видим, что постоянно анало
гичное отношение CR : RA , — выведем на экран и его. При 
движении вершины В все три отношения постоянны. Ес
ли же двигать точку Р, например, в сторону точки В, то 
отношение АР : РВ растёт, BQ : QC постоянно, a CR : RA 
уменьшается. Выведем на экран произведение всех трёх от

1Это рассуждение автор узнал от В. Н. Дубровского.
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ношений. Оно оказывается равно 1 не только при движении 
точки Б, но и при любой деформации треугольника и при 
любом движении точек Р и Q по сторонам!

Получаем гипотезу: если на сторонах АВ и ВС и на 
продолжении стороны АС треугольника АВС взяты соот
ветственно точки Р, Q, R , лежащие на одной прямой, то
АР
РВ = 1 (прямая теорема Менелая).

УС л А
Указание. Проведём прямую из точки С параллель

но АВ. Пусть она пересекает прямую PR в точке К . До
кажите, что подобны треугольники APR и CKR , а также 
BQP и CKQ. Выразите из обоих подобий С К  (через отрезки, 
упомянутые в теореме Менелая) и приравняйте.

Д43. Ответ. Если D — середина отрезка АВ, то все пря
мые GE параллельны АВ. Если D не середина отрезка АВ, 
то при данном положении D все прямые GE проходят через 
одну и ту же точку, лежащую на прямой АВ.

Указание. Докажите сначала, что прямые АВ и GE 
параллельны тогда и только тогда, когда D — середина 
отрезка АВ. Пусть теперь D не середина отрезка АВ. Обо
значим точку пересечения прямых GE и АВ через X . По
теореме Чевы
АХ BE CG = Л 
Х В ' ЕС ' GA

BE CG 
ЕС ’ GA 1, а по теореме Менелая

Поделив почленно второе равенство на

первое, получим АХ
ХВ

АР
DB =  const. Следовательно, точка X

не зависит от выбора точки F на отрезке CD.
Д44. Указание. Задав параметры а > 0 и k с помощью 

ползунков, постройте график параболы у =  kx — а( 1  +  k2)x2. 
Меняя k и строя след параболы, постройте множество таких 
парабол. Их огибающая сама похожа на параболу, ось
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которой совпадает с осью OY, а ветви направлены вниз. 
Действительно, получим условие на множество точек (х ; у), 
принадлежащих параболам:

y = kx — a( l  +  k2)x2 (*)

при всех возможных ft. Спросим себя, при каких х и у 
найдутся такие ft, что выполнено равенство (*). Для от
вета на этот вопрос перепишем равенство (*) как урав
нение относительно ft: ax2k2 — xk +  (ах2 +  у) =  0. Вычис
лим дискриминант и потребуем его неотрицательности: 
D = х2 — 4ах2(ах2 +  у) > 0. Отсюда имеем у ^ — ах2.
Граница этой зоны называется параболой безопасности. 
Подробнее о физическом смысле этой задачи говорится в 
книге В. Г. Болтянский. Огибающая. М.: Гос. изд-во физ.- 
мат. лит., 1961.

Д45. Ответ, a) PQ =  \А С  = const, б) Z.POQ = \zA O C  = 
— const.

Д46. Ответ, а) Угол АВС равен половине дуги АС, по
этому он постоянен на каждой из двух дуг. б) Биссектриса 
угла В всегда проходит через середину дуги АС.

Д47. Эксперимент. Построим четырёхугольник ABCDy 
выведем на экран его площадь и периметр. Будем тянуть 
стрелкой отрезок АС — он будет перемещаться, оставаясь 
равным и параллельным себе. При этом углы и длины 
сторон четырёхугольника изменяются (это видно непо
средственно), периметр тоже. А вот площадь остаётся 
неизменной, даже если четырёхугольник становится невы
пуклым! Двигая диагональ на подвижном чертеже, удобно 
выделить три случая для анализа: 1 ) диагонали пересе
каются (выпуклый четырёхугольник), 2 ) одна диагональ 
пересекает продолжение другой диагонали (невыпуклый 
четырёхугольник), 3) ни одна из диагоналей не пересекает 
продолжение другой диагонали (самопересекающаяся ло
маная).

Указание. Пусть точки В и D лежат по разные стороны 
от прямой АС. Тогда сумма расстояний hB +  hD от В и D 
до АС равна проекции отрезка BD на прямую, перпендику-
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лярнуюк АС, т.е. постоянна. Поэтому S abcd =  S bac +  S dac =  
— const.

С

Пусть точки В и D лежат по одну сторону от прямой АС, 
но точки А и С лежат по разные стороны от прямой BD. 
Тогда |hD — hB\=  const (равно той же самой проекции отрез
ка BD). Поэтому S a b c d  = \S Da c  ~  S Ba c \ =  const.

Замечание. Для выпуклого четырёхугольника ABCD наш ре
зультат сразу следует из формулы Sabch = ^ АС • BD sin а (где а — 
угол между диагоналями). Наши рассуждения показывают, что 
эта формула верна и для невыпуклого четырёхугольника.

Если точки В и D лежат по одну сторону от прямой АС, а точки 
А и С лежат по одну сторону от прямой BD, то получится самопе- 
ресекающаяся фигура. Программа показывает, что и её площадь 
неизменна и равна той же величине, но это потому, что програм
ма считает площадь такой фигуры как разность площадей двух 
треугольников, из которых она составлена.

С

Д48. Эксперимент. Обозначим искомое расстояние че
рез а. Построим три прямые, содержащие стороны тре
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угольника, выведем на экран длины а, &, с, h. Двигая 
точку М  по плоскости, будем изучать соотношение между 
этими четырьмя величинами. Если точка М  находится 
внутри треугольника, то а + Ъ + с — h. Если точка М  лежит 
вне треугольника АБС, но внутри угла БАС, то верно ра
венство Ь +  с — а — h. Рассмотрев таким образом поочерёдно 
все шесть внешних областей для треугольника АБС, можно 
предложить такое правило. Для каждой из прямых АБ, 
ВС и СА назовём ту полуплоскость, которой принадлежит 
треугольник АБС, положительной, а другую отрицатель
ной. (На рисунке положительные полуплоскости отмечены 
штриховкой.) Составим алгебраическую сумму расстояний 
от точки М  до прямых так, что если М  лежит в положи
тельной полуплоскости относительно прямой, то возьмём 
это расстояние со знаком « +  », а если в отрицательной, 
то со знаком « —». Такая сумма постоянна и равна высоте 
треугольника.

Указание. Выразите площадь треугольника АБС через 
площади треугольников АМБ, ВМС и АМС и запишите 
формулы, выражающие эти площади через основания и 
высоты.

Д49. Ответ. Пять точек лежат на окружности с центром 
в точке М  — середине отрезка РО. Треугольник АБС равно
сторонний.

Указание. Поскольку /РАО =  /РБО  =  /РСО =  90°, точ
ки А, Б, С лежат на окружности с диаметром РО (ср. задачу 
2.5 а)).

Пусть точки расположены так, как на рисунке. Тогда 
по теореме о вписанном угле /АБС =  /АОС =  60°, а также 
/АСБ =  /А О Б =  60°.
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Д50. Ответ. Угол KBL постоянен и равен 30°.
Указание. Постройте такую точку О, что OBCL — па

раллелограмм. Докажите, что ОВАК также параллело
грамм, точки К , L, В лежат на окружности с центром О, а 
угол KOL равен 60°.

Д51. Ответ. Отрезок касательной в первой четверти де
лится точкой касания пополам. Площадь треугольника, от
секаемого касательной от осей, постоянна и равна 2.

Указание. Выпишите уравнение касательной к графику 
функции f(x) — ^ в точке А{ х ; 1/х)  и найдите координаты 
точек пересечения графика касательной с осями. Получат-

Замечание. Можно сказать, что (равнобочная) гипербола явля
ется огибающей прямых, отсекающих от прямого угла треуголь
ники одной площади.

Д52. Эксперимент. Построим два квадрата ABCD и EFGH 
и назовём точки пересечения (против часовой стрелки) К , 
L, М , N , К ', I / ,  М ', N'. Заметим, что отрезки К  К' и ММ'

ся точки с
П С  9угольника ОВС равна ОБ • — 2х • -  : 2 =  2.

С

2)

А
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равны и пересекаются под прямым углом . Измерения длин 
и углов при взаимном движении квадратов подкрепляют 
эту гипотезу. То же верно для отрезков NN ' и L V .

Указание. Подвигайте квадрат EFGH параллельно его 
сторонам. (Добейтесь параллельными переносами, чтобы 
центры квадратов совпали.)

Решение.
1. Пусть квадраты имеют общий центр О. Тогда при по

вороте квадрата EFGH на 90° против часовой стрелки во
круг точки О точка К  переходит в М, а К' — в М'. Следо
вательно, при этом повороте КК' переходит в ММ', т. е. эти 
отрезки пересекаются под прямым углом и равны.

2. Пусть квадрат ABCD имеет центр О, а квадрат EFGH 
имеет центр S, причём S и О не совпадают. Рассмотрим 
вектор SO =  f  + h 9 где вектор f  коллинеарен вектору EF, а 
вектор 7Г — вектору ЕН. При перемещении квадрата EFGH 
на вектор f  отрезок ММ' остаётся на месте (так как сто
роны EF и GH перемещаются вдоль себя). Точка К  пере-

1/1местится вдоль прямой АВ на расстояние — - , где а  —
угол между векторами f  и АВ. А точка К' переместится 
вдоль прямой CD на такое же расстояние. Таким образом, 
отрезок КК' останется равным и параллельным себе. При 
перемещении на вектор h возникает аналогичная ситуация 
(с точностью до наоборот).

Таким образом, при перемещении квадрата EFGH на 
вектор SO длины отрезков К К ' и ММ' и угол между ними 
сохранятся. Но после этого перемещения отрезки равны и 
перпендикулярны по доказанному в предыдущем абзаце.

Замечание. Задача представляет собой усложнённый вариант 
известной задачи о равенстве двух перпендикулярных отрезков с 
концами на противоположных сторонах квадрата. Другое решение 
см. в задаче № 4871 в системе «Задачи» [web5].

Д53. Ответ. Равны и взаимно перпендикулярны.
Решение. Пусть Р, Q, R и S — центры квадратов, постро

енных соответственно на сторонах АВ, ВС, CD и AD четы
рёхугольника ABCD. Рассмотрим поворот на угол 90° во
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круг точки Q, переводящий вершину В в вершину С, и по
ворот на угол 90° вокруг точки R , переводящий С в D. Ком
позиция этих поворотов есть поворот на угол 180°, т. е. цен
тральная симметрия. Центр О этой симметрии — середина 
отрезка BD , так как при рассматриваемой композиции по
воротов точка В переходит в D.

Пусть Q1 — образ точки Q при этой композиции, тогда 
отрезок QQi проходит через точку О и делится ею пополам. 
Поэтому RO — высота равнобедренного прямоугольного тре
угольника QRQi и ROQ также равнобедренный прямоуголь
ный треугольник.

Аналогично SOP — равнобедренный прямоугольный тре
угольник.

Следовательно, при повороте на угол 90° вокруг точки О, 
переводящем точку Q в точку R , точка S переходит в точ
ку Р, а отрезок QS — в отрезок RP. Поэтому указанные от
резки равны и перпендикулярны. Решение взято из задачи 
№ 6028 в системе «Задачи» [web5].

Д54. Ответ. Треугольник АВС с прямым углом В.
Указание. По теореме синусов для треугольника АВС 

А Симеем 2R =  ——-  ^ АС. sin В
Д55. Ответ. Если на прямой k есть точка, из которой от

резок АВ виден под прямым углом, то она искомая (их чаще 
всего две). Если такой точки нет, то искомая точка — это

151



точка касания окружности, проходящей через точки А и Б, 
с прямой к.

Указание. Примените теорему синусов для треугольни
ка АБС.

Д56. Ответ. Середина отрезка, соединяющего проекции 
точек А и Б на прямую т.

Указание. Пусть N  — середина отрезка АБ, aiVi — сере
дина её проекции на т. Тогда по формуле для медианы 
треугольника АВМ  имеем 2 (AM2 + ВМ2) =  АБ2 + 4MN2 ^ 
^ АБ2 +  4NiN2.

Д57. Эксперимент. Построим прямую I и точки А и Б, 
как в условии. Отметим на прямой точку С и построим 
окружность, проходящую через три точки А, Б и С. На пе
ресечении окружности и прямой отметим точку D. Выведем 
на экран длину отрезка CD. Будем двигать точку С и на
блюдать за длиной отрезка. В точке минимума отрезок CD 
делится пополам отрезком АВ.

Решение. Пусть О — точка пересечения прямых АБ и CD. 
Заметим, что СО • OD = АО • ОБ как отрезки хорд окружно
сти. Тогда CD =  СО +  OD ^ 2 \/СО OD по неравенству о 
средних. Однако у/СО • OD = у/̂ АСГ̂ ОВ =  const. При этом 
равенство (и минимум CD) достигается, когда СО =  OD.

Центр искомой окружности лежит на пересечении сере
динного перпендикуляра к отрезку АБ и перпендикуляра к 
прямой I, проходящего через точку О.

Д58. Ответ. Вписанный четырёхугольник.
Решение. Построим вписанный четырёхугольник ABCD 

с заданными длинами сторон (почему он существует?) и за
фиксируем сегменты его круга. Рассмотрим четырёхуголь
ник А'Б'С'Б', длины сторон которого равны длинам соответ
ствующих сторон четырёхугольника АБСБ, а углы другие. 
Теперь на четырёхугольник А'Б'С'Б' «оденем» соответству
ющие сегменты круга четырёхугольника ABCD. Получим 
замкнутую кривую, длина которой равна длине описанной 
окружности четырёхугольника ABCD. А вот площадь, за
ключённая внутри кривой, меньше площади круга, соот
ветствующего ABCD (согласно изопериметрической задаче 
площадь круга больше площади любой другой фигуры того
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же периметра). Поскольку площади сегментов, соответству
ющих АВ и А'В'у ВС и В'С', CD и C'jD', DA и D’А ', одина
ковы, площадь четырёхугольника ABCD больше площади 
четырёхугольника А'В'С'В'.

Д59. Эксперимент, а) Получим некоторую точку внутри 
треугольника. Естественно ожидать, что это одна из замеча
тельных точек. Проверяя последовательно замечательные 
точки треугольника, получим, что минимум достигается 
в точке пересечения медиан.

Решение 1. Воспользуемся неравенством Лейбница. Пусть 
в треугольнике АВС точка М  — центр масс, К  — произволь
ная точка. Тогда

АК 2 + ВК2 + СК2 =  A M 2 +  ВМ2 +  СМ2 +  Ш М 2.

Поскольку первые три слагаемые в правой части равенства 
фиксированы, минимум левой части достигается тогда же, 
когда достигается минимум К М 2. Значит, а) К  — М, б) К  — 
проекция точки М  на прямую I.

Решение 2. а) Введём систему координат, пусть коорди
наты вершин {х\уу{)у (#2 > Уг) > (*з>Уз)> а координаты пе
ременной точки— (х, у). Тогда минимизируемая величина 
равна

(х -  х х ) 2 +  (х -  х 2 ) 2 + (х -  х 3 ) 2 + (у -  ух)2 +  ( у - у г ) 2+ ( у -  Уг)2- 

Сначала минимизируем по х:

(х Xj) 2 + (х х2) 2 + (х Хз) 2 =

= Зх2 -  2 (хх +  х 2 + хз)х + xf +  х | +  х | =  3 ̂ х -  Xl + :̂ 2 + —j +  ...

„ Х1+Х2+Хз .Значит, минимум достигается при х =  хо =  —— g------ . Ана-
У 1 + У 2 + У Злогично минимум по у достигается при у =  уо —-----g-------•

Тем самым точка минимума (#о> Уо) — это точка пересече
ния медиан треугольника.

Д60. Эксперимент. Отметим внутри треугольника АВС 
точку М, проведём отрезки AM  у ВМ  и СМ, сложим их дли-

153



ны, будем двигать точку М  и следить за суммой AM  +  ВМ  +  
+ СМ. В точке минимума углы AM В, ВМС, СМ А равны 
по 1 2 0 °.

В

Решение. Повернём точки М  и С на 60° относительно 
точки А , образы назовём М' и С . Заметим, что ММ' — AM  
(так как треугольник АММ' равносторонний), а СМ — С'М'. 
Положение точек В и С' не зависит от положения точки М. 
Имеем AM  + ВМ  +  СМ =  ВМ  +  ММ' +  М'С'. Последняя сум
ма минимальна, если отрезок ММ' лежит на отрезке ВС', 
а это условие выполнено, если ZAMB  и ZAM'C' =  ZAMC 
равны по 1 2 0 °.

Замечание. Найденная точка называется точкой Ферма—Тор
ричелли. Поучительно решить эту задачу также для тупоугольного 
треугольника. Оказывается, если в нём есть угол, больший или 
равный 120°, то ответом будет вершина тупого угла. Этот факт 
легко «просмотреть», изучая задачу экспериментально. Однако 
проверить треугольник с углом больше 120° подталкивает то 
теоретическое соображение, что в таком треугольнике просто нет 
точки, найденной в предыдущем решении!

Д61. Ответ: а), б) Точка пересечения медиан треугольни
ка.

Указание. Пусть at — i-я сторона треугольника, dt — рас
стояние от точки X  до этой стороны, S — площадь треуголь
ника. Тогда 2S = a\d \ +  a2d2 +  a2d2. Поэтому произведение 
(a1d1)(a2d2)(a3ds) будет наибольшим, если a\d \ — a2d2 =  
= a2d2. Но последнее требование задаёт точку У, а первое —
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точку X  (так как величина а ^ а з  постоянна). Это значит, 
что если точка У существует, то она совпадает с точкой X .

Покажем, что равенство a\d \ =  — a^ds означает, что
X  — точка пересечения медиан треугольника АВС. Обозна
чим точку пересечения прямых А Х  и ВС через А \. Тогда 
BAi : А\С — Sabax •' Sacax =  Sabo • Saco =  («з^з) - («2 ^2 ) — 
т. e. AAi — медиана. Аналогично доказывается, что точка X  
лежит на медианах BBi и CCi.

Замечание. Задачу можно обобщить на выпуклые многоуголь
ники. Точка У существует не всегда (даже в четырёхугольнике — 
для параллелограмма существует, а для равнобедренной трапеции 
уж е нет), но если существует, то совпадает с точкой X .

Д62. Ответ. Проведём отрезок ОМ и построим прямую, 
проходящую через точку М  перпендикулярно ОМ. Иско
мый отрезок АВ лежит на этой прямой.

Решение. Пусть ZAOM  =  a, ZBOM  =  /?, ZOMA =  7 . То-
. Л/Г ОМ sin а пл/г ОМ sin (3гда по теореме синусов AM  = —г—£------ г ,  ВМ  =  -т—-----sin ( 7  + &) sin ( 7  — /3)

Преобразуем искомое выражение:

1 _J_ = _ 1 _ e / sin ( 7  + a) sin ( 7  — /3)\  =
AM ВМ ОМ \  sin a sin (3 )

= • (cos 7  +  sin 7  ctg а  +  sin 7  ctg (3 -  cos 7 ) =

=  ^  (ctg a +  ctg (3) sin 7 .

Поскольку ОМ, а и (3 фиксированы, максимум выражения 
достигается, когда максимален sin 7 , т. е. при 7  =  90°.
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Д63. а) Ответ. При АВ  = ВС.
б) Ответ. Биссектрисы треугольников АВС и KBF лежат 

на одной прямой, медиана одного треугольника лежит на 
продолжении высоты другого, и наоборот.

Решение.

Утверждение о биссектрисах доказывается прямым счё
том углов.

Пусть J  — середина отрезка KF. Докажем, что пря
мая BJ перпендикулярна АС. Достроим треугольник KBF 
до параллелограмма KBFL. Пусть угол АВС равен (3. Тогда 
угол KBF равен 360° — 90° — 90° — (3 = 180° — /?, а угол BKL 
равен (3. Следовательно, треугольник KBL равен треуголь
нику АВС по двум сторонам и углу между ними. Обозначим 
точку их пересечения через Q, а угол ВАС через а. Тогда 
угол KBL также равен а  в силу равенства треугольников 
BKL и АВС. Угол ABQ равен 180° -  90° -  а  =  90° -  а. 
Значит, в треугольнике AQB угол Q прямой. (Попутно мы 
доказали, что BJ  =  ^АС.)

Теперь рассмотрим прямую BI, делящую отрезок АС по
полам. Она перпендикулярна KF, что доказывается анало
гично.

в) Ответ. Отрезки AR и СО пересекаются в середине от
резка BD.

Указание. Докажите, что АК  || BD || FC. С помощью по
добных треугольников выразите через ОА и RC отрезки, от
секаемые от BD отрезками AR  и ОС.

г) Ответ. 135°.
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Указание. Докажите, что площади треугольников KBF , 
GCN и МАР равны площади треугольника АВС. Вырази
те площадь оптимизируемого шестиугольника через а, с и 
угол АВС.

Д64. а) Ответ. Прямая АВ.
б) Ответ. Все серединные перпендикуляры пересекаются 

в одной точке — в середине О отрезка, соединяющего цен
тры окружностей 0 \  и О2 (тем самым точка О равноудалена 
от точек К' и V  для любой прямой р).

Указание. Рассмотрите четырёхугольник ОхК'Ь'Оъ и до
кажите, что серединный перпендикуляр к K'L' пересекает 
O1 O2 в его середине.

в) Указание. Эту точку можно обнаружить экспери
ментально, аналогично пункту б), построив множество се
рединных перпендикуляров ко всем отрезкам KL. Они 
пересекаются в такой точке А±, что АА\ — 2АО. Приме
няя гомотетию конструкции из предыдущего пункта с 
центром А  и коэффициентом 2, получаем решение задачи.

г) Указание. Докажите, что велосипедисты всегда нахо
дятся на одной прямой с точкой А  (см. решение задачи 8.5, 
первый абзац). После этого задача сводится к предыдущему 
пункту.

Д65. Эксперимент. Построим взаимно перпендикуляр
ные хорды окружности, пересекающиеся в фиксированной 
точке, как в задаче 1.6. Достроим четырёхугольник ABCD, 
отметим середины сторон АВ и CZ>, построим отрезки KL 
и РО и будем вращать хорду АС.

а) Похоже, что отрезки РО и KL делят друг друга по
полам. Гипотеза подкрепляется построением их середин и 
вращением хорды АС. Обе середины совпадают с точкой 
пересечения отрезков G. Заметим, что точка G неподвижна 
как середина фиксированного отрезка ОР.

б) Похоже, что окружность пересекает четыре сторо
ны четырёхугольника ABCD в их серединах (эта гипотеза 
легко подкрепляется построением середин двух оставшихся 
сторон ВС и DA). Оставшиеся четыре точки пересечения 
являются проекциями точки Р на стороны четырёхуголь
ника ABCD (подкрепим гипотезу, проведя из Р перпенди-
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кулярны е прямы е к сторонам четы рёхугольника A B C D  — 
кстати, эти ж е прямы е пройдут через середины  противопо
лож ны х сторон).

Решение, а) Д ок аж ем , что K O L P  — параллелограмм, 
отсю да будет следовать, что его диагонали K L  и ОР  делят  
друг друга пополам. О бозначим угол ВАС  через а. Тогда 
угол B D C  такж е равен а  как вписанны й и опираю щ ийся  
на ту ж е  дугу . Д алее, Z A P  К  — Z P A K  =  а  (Р К  =  А К , так 
как Р К  — медиана в прямоугольном треугольнике А Р В ). 
П усть LO  и СР  пересекаю тся в точке X .  Тогда стороны  
угла C D P  перпендикулярны  сторонам угла C X L  (O L Z C D , 
так как OL  — м едиана, проведённая к основанию равнобед
ренного треугольника OCD; C A L B D  по условию ), т. е. эти 
углы равны. Значит, угол м еж ду LO  и СР  тож е равен а . 
Следовательно, Р К  || LO  как прямы е, образую щ ие равные 
накрест л еж ащ ие углы с А С . А налогично мож но доказать, 
что P L  || К О . Значит, K O L P  — параллелограмм.

б) Рассм отрим  четы рёхугольник K N L M , вершины кото
рого являю тся серединам и сторон четы рёхугольника ABCD . 
Стороны четы рёхугольника K N L M  параллельны взаимно  
перпендикулярны м  диагоналям  четы рёхугольника A B C D , 
следовательно, K N L M  — прям оугольник. По доказанному  
в пункте а) точка G — середина его диагонали K L , значит, 
она ж е является серединой равной ей диагонали N M . П о
скольку G — центр окруж н ости , а К  леж ит на окруж ности, 
точки N , L, М  такж е леж ат на окруж ности .
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Заметим, что медиана PL треугольника PCD при продле
нии пересекает сторону АВ под прямым углом (это легко 
вывести, посчитав углы аналогично задаче Д63 б). Назовём 
точку пересечения Н. Поскольку треугольник LHK  прямо
угольный, a LK  — диаметр окружности, точка Н  лежит на 
этой же окружности. А точка Н  и есть проекция точки Р 
на АВ. Аналогичные доказательства можно провести для 
остальных трёх проекций точки Р.

Замечание. Из подвижного чертежа можно также заметить, 
что радиус нашей «окружности восьми точек» не меняется при 
вращении хорды АС вокруг точки Р. Это утверждение равносиль
но тому, что при указанном преобразовании АС2 + BD2 = const.
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Словарик

«Геогебра» (GeoGebra Classic 5 )1

«Геогебра» работает в режиме «Инструмент», т .е . снача
ла мы выбираем действие (инструмент), а потом объект, к 
которому хотим его применить.
(!) При наведении курсора на иконку выбранного инстру
мента всплывает подсказка.

• • •

L ■‘ х  л -  >  э  о  4  ч  й а а а ! :—  г .
W Панель объектов ^Полотно Х|
Щ ..Й Ш Г  * С -

О сновн ой  экран 
с чертеж ам и

Гввод:_______________________________________________________ ®1

Вид
(!) По умолчанию «Геогебра» именует все появляющиеся 
объекты. Изменить это можно так: Настройки —> Обо
значения. Удобно выбрать «Только для точек».

• Показать/убрать название объекта: наводим курсор на 
объект и щёлкаем правой кнопкой —> Показывать обо
значение.

• Переименовать объект: наводим курсор на объект и щёл
каем правой кнопкой —> Переименовать.

1 Версию для установки на компьютер можно бесплатно скачать здесь: 
https://w w w .geogebra.org/dow nload —> GeoGebra Classic 5 (есть также онлайн- 
версия, она менее функциональна). В 2017 г. появился пакет GeoGebra 
Geometry, содержащий только основные геометрические инструменты, он мо
жет быть более удобен для начинающих.
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Оформление
(!) По умолчанию свободные точки имеют синий цвет. Точ
ки, привязанные к объекту, — голубой. Полностью связан
ные точки (пересечение двух линий) — чёрный цвет. Такой 
же цвет у их названий.

• Менять цвет, толщину и стиль объектов: наводим курсор 
на объект и щёлкаем левой кнопкой —> полоса в верхней 
левой части полотна —>

• Скрыть/показать объект: нажимаем в панели объектов 
на соответствующий кружок.

• Отметить штрихом отрезок/дужкой угол: наводим кур
сор на отрезок/угол и щёлкаем правой кнопкой —> Свой
ства —> Стиль —> Оформление.

Построения
Построить многоугольник1: отмечаем/строим вер
шины в порядке обхода, повторяя в конце первую.
Прикрепить/снять точку с объекта (прямой, окружно
сти, многоугольника): @А —> прикрепить/снять точку.

(!) Этот инструмент помогает изменять соотношение 
между частями уже построенного чертежа, не строя за
ново.

Построить окружность с радиусом, равным данному от- 
Окружность по центру и радиусу —> указы-0резку:

ваем сначала центр, затем радиус (имя отрезка).
окружности/точку 

-> Середина или
Отметить середину отрезка/центр 
пересечения медиан треугольника: 
центр —► указываем отрезок/окружность/треугольник.
Нарисовать произвольную кривую: —> Карандаш.

Построить эллипс, параболу или гиперболу: 0
• Построить/отключить след объекта (не обязательно точ

ки!): наводим курсор на объект и щёлкаем правой кноп
кой —> ставим/снимаем галочку «оставлять след». *

*Как объект, а не как набор точек и отрезков.
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• Стереть все следы: двигаем стрелкой экран за пустое ме
сто или меняем колесом мыши масштаб.
Построить живой след точки: JU —► Локус —► выбираем 
рисующую точку и связанную с ней точку-предка, дви
гающуюся по заданной траектории.

• Построить п-ю замечательную точку треугольника АВС: 
в строке ввода вводим команду TriangleCenter [А, В, С, п]. 
Например, п =  1 — центр вписанной окружности, п — 2 — 
центр масс, п =  3 — центр описанной окружности, п = 4 — 
ортоцентр.

Измерения
• Выбрать точность: Настройки —> Округление —> Число 

разрядов.
• Измерить отрезок: для любого отрезка его длина автома

тически отображается в панели объектов.
• Измерить расстояние от точки до прямой: поверх перпен

дикулярной прямой проводим отрезок от данной точки 
до основания перпендикуляра и видим его длину в пане
ли объектов.

• Площадь многоугольника автоматически отображается в 
панели объектов, если многоугольник построен как объ
ект (а не как набор точек и отрезков), см. Построения.

• Периметр многоугольника можно найти «вручную», 
сложив стороны (см. Вычисления), а можно набрать в 
строке ввода: Периметр [многоугольник]. (Надо указать 
название многоугольника, а не перечисление его вер
шин.)

(!) Для демонстраций удобно выводить прямо на полотно 
длину или периметр/площадь/угол: —> Расстояние или
Длина /Площадь/Угол.

Вычисления
В строке ввода надо ввести выражение, используя буквы, 
соответствующие величинам в панели объектов. Выраже
ние g if  +  d2 можно набрать так: g_l*f + d~ 2  —► Enter.
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(!) Если надо визуализировать изучаемую величину, удобно 
использовать инструмент «Отрезок с фиксированной дли
ной», ведь в качестве его длины можно ввести выражение.

Ползунки
(!) Пригодятся, если в задаче есть численный параметр, 
который удобнее варьировать отдельно от самой фигуры.

• Создать ползунок:
Появляются ползунок, задающий величину, и соответ
ствующая ей буква, с которыми можно работать как с 
обычными величинами (например, строить отрезок та
кой длины или использовать в вычислениях).

Новые инструменты
(!) Пригодятся, если вам часто приходится выполнять 
какую-то операцию, не предусмотренную в программе (на
пример, строить вписанную окружность треугольника).

• Создать инструмент: Инструменты —> Создать инстру
мент. В «выходных объектах» выбираем результат, во 
«входных объектах»— входные данные, в «имя и зна
чок» называем инструмент. Ваш инструмент появится 
под значком \ \ \  справа от основной линейки инстру
ментов. Он сохранится в файле вместе с чертежом, при 
котором создан.

Представление результатов
Чертёж можно сохранить в формате ggb или же экспорти
ровать в форматы:
• gif — будет демонстрироваться повторяющееся движение 
точки чертежа по траектории;
• html — интерактивный чертёж, который можно откры
вать из браузера и двигать, но нельзя делать новых по
строений и измерений (загружается в библиотеку на сайте 
«Геогебры», можно давать ссылку).

«Живая математика» (версия 5)

«Живая математика» работает в основном в режиме «Ко
манда», т. е. сначала мы выбираем объект, а потом действие
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(команду), которое хотим к нему применить. Команды на
ходятся в верхнем меню.
(!) Программа подсвечивает те команды, которые можно 
выполнить при данном наборе выделенных объектов (на
пример, если выделены точка и прямая, то команды «па
раллельная» и «перпендикулярная» доступны, а команда 
«окружность» — нет).
(!) Типичная ошибка: нужная команда недоступна, если 
выделены не все объекты или выделены лишние объекты. 
В левой панели собраны самые ходовые инструменты, в ос
новном для построения.

Вид
• Назвать объект/убрать имя: А] —> указываем объект 

(или выделяем объект —> Ctrl + К).

• Переименовать объект: AJ —> наводим курсор на объект 
и дважды щёлкаем (или выделяем объект —> Ctrl +  /) .

• Выделить предков или потомков объекта /  освободить 
точку от линии: наводим курсор на объект и щёлкаем 
правой кнопкой.

Оформление
• Поменять цвет, стиль и цвет объекта: наводим курсор 

на объект и щёлкаем правой кнопкой. (Все следующие 
объекты будут изображаться такими ж е.)
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• Писать текст: инструментом А ) выделяем область экра
на и пишем в образовавшемся окошке.

(!) Если в этом режиме инструмент А ] применить к объ
екту, его имя автоматически вносится в текст.
Построения

• Построить многоугольник: —> отмечаем/строим вер
шины в порядке обхода, повторяя в конце первую (или 
выделяем вершины в порядке обхода —> Ctrl + Р).

• Построить окружность с радиусом, равным данному от
резку: выделяем центр и отрезок —> Построения —> Ок
ружность по центру и радиусу.

• Построить/отключить след объекта (не обязательно точ
ки!): наводим курсор на объект и щёлкаем правой кноп
кой —> ставим/снимаем галочку «оставлять след» (или 
выделяем объект —> Ctrl -I- Т).

• Стереть все следы: наводим курсор на пустое место и 
щёлкаем правой кнопкой —> стереть следы (или Shift +  
+ Ctrl + Е).

• Построить живой след объекта (не только точки!): вы
деляем рисующий объект и связанную с ним точку- 
предка, двигающуюся по заданной траектории —> По
строения —> Геометрическое место.

(!) Можно выполнять за один раз несколько построений. 
Например, если выделены точка и две прямые, то доступ
на команда «Параллельные прямые», которая построит 
сразу две параллельные.
Измерения

• Выбрать точность: Настройки/единицы —► Точность —► 
—> Число разрядов.

• Расстояние от точки до точки /  от точки до прямой 
(нескольких прямых): отмечаем нужные объекты —► Из
мерения.

• Измерить угол: отмечаем две прямые или три точки в та
ком порядке: точка на стороне — вершина угла — точка 
на стороне —► Измерения.
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• Измерить периметр/площадь: отмечаем многоугольник 
(не набор точек и отрезков!) —> Измерения.

• Измерить расстояние от точки до прямой: поверх перпен
дикулярной прямой проводим отрезок от данной точки 
до основания перпендикуляра и измеряем его длину.

(!) Можно измерить сразу несколько длин, площадей, пе
риметров, применив нужную команду сразу к нескольким 
объектам.

Вычисления
Произвести арифметические действия с величинами: изме
ряем эти величины, Вычисления —> Вычислить (или одно
временно Alt и -Ь) —> выделяем величины и соединяем нуж
ными арифметическими действиями —> «=».
Параметры
(!) Пригодятся, если в задаче есть численный параметр, 
который удобнее варьировать отдельно от самой фигуры.

• Создать параметр: Вычисления —> Новый параметр. 
Появляется параметр, с которым можно работать как с 
обычными величинами (например, строить отрезок та
кой длины или использовать в вычислениях).

Новые инструменты
(!) Пригодятся, если вам часто приходится выполнять 
какую-то операцию, не предусмотренную в программе (на
пример, строить вписанную окружность треугольника).

Создать инструмент: строим нужную конфигурацию, 
выбираем входные данные и результат (например, три 
вершины треугольника и вписанную окружность) —> 
- и )  —► Создать новый инструмент —> называете его.
Ваш инструмент появится под значком ►;[. Он сохранит
ся в файле вместе с чертежом, при котором создан.

Представление результатов
Чертежи можно сохранять как файлы «Живой математи
ки» или как html-файлы, с которыми можно работать в 
браузере.
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«Математический конструктор» (версия 6 ) 1

«Математический конструктор» работает и в режиме «Ко
манда», и в режиме «Инструмент», т.е. мы можем снача
ла выбрать объект, а потом действие, а можем и наоборот. 
(!) При выборе любой команды внизу экрана появляется 
подсказка с дальнейшими действиями.
Вид

• Назвать объект/убрать имя: «Т».
• Переименовать объект: в режиме инструмента «Т» нажи

маем на имя.
Наведя курсор на объект и щёлкнув правой кнопкой, 
можно выделить его предков или потомков, а также 
освободить точку от линии или привязать к ней.

(!) Этот инструмент помогает изменять соотношение 
между частями уже построенного чертежа, не строя за
ново.

Скрыть объект: 
Показать всё скрытое: 
инструмента

<££> (применение в этом режиме
возвращает объект в видимые).

Оформление
• Поменять цвет и стиль линии или точки: наводим курсор 

на объект и щёлкаем правой кнопкой.
• Писать текст: инструментом «Т» выделяем область экра

на и пишем в образовавшемся «окошке».
(!) Если в этом режиме инструмент «Т» применить к объ
екту, его имя автоматически вносится в текст.
(!) В разделе «Оформление» есть опции «Отметить штри
хом отрезок или дужкой угол».
Построения

• Построить многоугольник: «Многоугольник» —> выбира- 
ем/строим вершины в порядке обхода, повторяя в конце 
первую.
1В 2018 году ожидается выход бесплатной версии 7 с большим количеством 

функций, см. h ttp : / /o b r . 1с. ru/m athkit/
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(!) Есть специальная команда для параллелограмма (По
строения —> Многоугольники).

• Построить окружность с радиусом, равным данному от
резку: выделяем отрезок и центр —> 0 к  

(!) Под командой «Луч» есть команда «Отложить угол, 
равный данному». Под командой «Середина отрезка» — ко
манда «Разделить отрезок на N равных частей».
(!) Можно выполнять за один раз несколько построений. 
Например, если выделены точка и две прямые, то доступ
на команда «Параллельные прямые», которая построит 
сразу две параллельные прямые.

• Построить эллипс, параболу или гиперболу:
• Построить след объекта (не обязательно точки!): наво

дим курсор на объект и щёлкаем правой кнопкой мы
ши —► «рисовать/прекратить рисование следа».

• Очистить все следы: % - «Удалить все следы».

Построить живой след точки 
—> Геометрическое место точек)

(или Построения —► 
выделяем точку, дви

гающуюся по заданной траектории, а затем рисующую 
точку-потомка.
Построить живой след линии: 
строения —> Динамический след)-

(или По-
выделяем точку, дви

гающуюся по заданной траектории, а затем рисующую 
линию-потомка.

(!) Под кнопкой «Макросы» прячется большое количество 
готовых инструментов для нестандартных построений 
(например, вписанная и вневписанные окружности тре
угольника, равнобедренная трапеция и т. д.).
Измерения

• Выбрать точность: Файл —> Предварительные настройки 
объектов —> Измерения и вычисления —> Формат резуль
тата.

• Все команды измерений находятся здесь: <
• Измерить расстояние от точки до прямой: поверх пер

пендикулярной прямой проводим отрезок от данной

168



точки до основания перпендикуляра и измеряем его 
длину.

(!) Можно измерить сразу несколько длин, площадей, пе
риметров, применив нужную команду сразу к нескольким 
объектам.
Вычисления

Вычислить сумму, разность, произведение или частное:
нажимаем « стрелоч-л+в

отмечаем нужные величи-
измеряем нужные величины, 
ку» и выбираем действие —> 
ны —> Enter.

(!) Эта команда применима не только к числам, но и к век
торам, областям, функциям и т.д.

• Составить произвольное выражение: Q  —> отмечаем
место на экране для нового выражения —> составляем 
выражение, вводя величины с помощью букв, выбирая 
на экране или добавляя по ходу, неарифметические 
действия выбираем в «Добавить функцию» —> «ОК».

(!) Специальная команда выводит отношение двух от
резков или трёх точек.
Параметры
(!) Пригодятся, если в задаче есть численный параметр, 
который удобнее варьировать отдельно от самой фигуры.

• Создать параметр: р* —> выбираем место для окошка. 
Появляется параметр, с которым можно работать как с 
обычными величинами (например, строить отрезок та
кой длины или использовать в вычислениях).

Представление результатов
(!) Чертёж можно копировать, вставлять в Word и там 
редактировать как рисунок.
Чертёж можно:
• сохранить в формате mkz, который воспроизводится не 
только в «Матконструкторе», но и в МК-плеере (бесплатен, 
рассчитан на учеников и имеет ограниченную функцио
нальность),
• экспортировать в формат изображения или в html-формат, 
в котором можно работать в браузере.
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Литература и веб-ресурсы

Список веб-ресурсов 

[w ebl] Geogebra.org
Бесплатная программа с открытой платформой и банком задач, 
который можно использовать и пополнять.

[web2] dynamicgeometry.com
Платная программа The Geometer’s SketchPad. Русифициро
ванная версия называется «Живая математика».

[web3] h t t p : / / o b r . l c . ru/m athkit
Российская программа динамической математики с хорошей 
методической базой. Платная, но с бесплатной онлайн-версией 
(доступны базовые функции). Ожидается новая бесплатная вер
сия.

[web4] E u clid ea .xyz
Многоуровневая обучающая игра с задачами на построение. 

[web5] zadachi.m ccm e.ru
Большой банк задач по геометрии с удобной навигацией. 

[web6] zadachi.m ccm e.ru/prkr
Интернет-издание книги [4] с динамическими моделями. 

[web7] h t t p : / / ja n k a -x . l iv e j  o u rn a l. com
Блог учителя математики И. С. Храповицкого с множеством за
дач и моделей в программах динамической геометрии.

Список литературы

[1] А. В. Акопян. Геометрия в картинках. М.: МЦНМО, 2011.
[2] А.Д. Блинков. Геометрия в негеометрических задачах. 

М.: МЦНМО, 2016.
[3] А.Д. Блинков, Ю.А. Блинков. Геометрические задачи на 

построение. М.: МЦНМО, 2010.
[4] Н.Б. Васильев, В.Л.Гутенмахер. Прямые и кривые. М.: 

МЦНМО, 2004.
[5] Р.К. Гордин. Планиметрия. Задачник. М.: МЦНМО, 

2004.
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mccme.ru /1987/08/preobrazovaniya_ploskost i_v_za.htm)

[7] O.A. Иванов. Элементарная математика для школьни
ков, студентов и преподавателей. М.: МЦНМО, 2009.

[8 ] С. Г. Иванов, В. И. Рыжик. Исследовательские и проект
ные задания по планиметрии с использованием среды 
«Живая математика». М.: Просвещение, 2013.

[9] П.А. Карасёв. Геометрия на подвижных моделях: изго
товление и применение подвижных моделей геометриче
ских форм (планиметрия). М.: Гос. изд-во, 1924.

[10] В. В. Прасолов. Задачи по планиметрии. М.: МЦНМО, 
2007.

[П ] Е.М. Рабинович. Геометрия. 7—9 классы. Задачи и 
упражнения на готовых чертежах. М.: Илекса, 2007.

[12] А. И. Сгибнев. Исследовательские задачи для начинаю
щих. М.: МЦНМО, 2015.

[13] А. И. Сгибнев. Экспериментальная математика / /  Мате
матика. 2007. № 3. С. 2—8 .

[14] Кадзуо Хага. Оригамика. Геометрические опыты с бу
магой. М.: МЦНМО, 2012.

[15] А. В. Шаповалов. Математические конструкции: от хи
жин к дворцам. М.: МЦНМО, 2015.

[16] Д.Э.Шноль и др. Система открытых задач по геомет
рии: 7 класс /  Д. Шноль, А. Сгибнев, Н. Нетрусова. М.: 
Чистые пруды, 2009. (Библиотечка «Первого сентября», 
серия «Математика»; Вып. 28).

[17] Д.Э.Шноль и др. Система открытых задач по геомет
рии: 8  класс /  Д. Шноль, А. Сгибнев, Н. Нетрусова. М.: 
Чистые пруды, 2009. (Библиотечка «Первого сентября», 
серия «Математика»; Вып. 29).

[18] Д.Э.Шноль. Исследовательские задачи по математике 
в российской школе / /  Проблемы современного матема
тического образования: материалы симпозиума. 2017.
С. 113—132.
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[19] А. В. Ястребов. Исследовательское обучение математи
ке в школе. Ярославль: РИО ЯГПУ, 2018.

[20] Экспериментальная математика в школе. Исследова
тельское обучение: коллективная монография /  М. В. Ша
банова, Р. П. Овчинникова, А. В. Ястребов и др. М.: ИД 
«Академия Естествознания», 2016.

Источники [9, 12, 13, 16—20] доступны в электронной 
библиотеке «Математическое образование» (mathedu.ru).
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Раздаточный материал

Занятие 1

1 (ч). а) Постройте треугольник, вершины которого лежат на 
фиксированной окружности.

б) Проведите окружность через три вершины фиксированного 
треугольника.

2. В фиксированную окружность впишите угол, опирающийся 
на фиксированную дугу (это значит, что точки пересечения сторон 
угла с окружностью фиксированы, а вершина угла «бегает» по 
окружности).

3. Зафиксирован острый угол. Постройте квадрат, у которо
го две смежные вершины лежат на одной стороне угла, третья 
вершина лежит на другой стороне угла, а четвёртая вершина — 
внутри угла. Сколько может быть таких квадратов?

Указания. Чертёж должен хорошо читаться — используйте 
разные цвета, толщину линий, скрывайте вспомогательные ли
нии. Буквы на чертеже должны быть такими же, как в условии.

4. Зафиксирован угол меньше 45 градусов. Постройте квадрат, 
у которого две смежные вершины лежат на одной стороне угла, 
третья вершина лежит на другой стороне угла, а четвёртая верши
на— вне угла. Сколько может быть таких квадратов?

5. Параллелограммом называют четырёхугольник, у которого 
каждые две противолежащие стороны параллельны. Впишите в 
фиксированный треугольник АВС параллелограмм так, что одна 
его вершина совпадает с вершиной А исходного треугольника, а
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другие три лежат на его сторонах. Сколько может быть таких па
раллелограммов для данного треугольника?

6. Хордой называют отрезок, концы которого лежат на окруж
ности. Постройте две взаимно перпендикулярные хорды фикси
рованной окружности, проходящие через фиксированную точку 
внутри окружности (не совпадающую с центром).

7. Впишите в фиксированный остроугольный треугольник АВС 
прямоугольник так, чтобы одна сторона прямоугольника лежала 
на отрезке АВ, а две оставшиеся вершины — на отрезках АС и ВС.

8. Постройте квадрат с фиксированным центром.
9*. Постройте правильный (равносторонний) треугольник с 

фиксированным центром.
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Занятие 2
1. Найдите в данной окружности множество а) середин хорд 

данной длины, б) хорд данной длины.
2 (ч). Даны две перпендикулярные прямые ОА и ОБ и точ

ка С внутри угла АОВ. Рассмотрим все такие прямоугольники 
CDME , что вершина D лежит на прямой QA, а вершина Е — на 
прямой ОБ. Найдите множество точек М.

Указания. Надо 1) построить подвижный чертёж; 2) найти тра
екторию точки подвижного чертежа; 3) описать траекторию через 
фиксированные элементы чертежа; 4) выдвинув гипотезу, подкре
пить её: построить указанную вами линию и проверить, что она 
совпадает с траекторией подвижной точки; 5) подкреплённую ги
потезу сдать учителю.

3. В треугольнике АВС рассматривают все отрезки BD , у кото
рых конец D лежит на стороне АС. Найдите множество середин 
таких отрезков.

4. На окружности с центром О дана точка А. Рассматривают 
все хорды, одним из концов которых является точка А. Найди
те множество середин таких хорд. (В отличие от задачи 1, здесь 
длина хорды меняется!)

5. Даны точки А и В. Рассматривают все прямые БС, прохо
дящие через точку Б, и перпендикуляры, опущенные на них из 
точки А. а) Найдите множество точек D  — оснований перпенди
куляров. б) Найдите множество точек Е , симметричных точке А  
относительно всех прямых БС.

6. Дана окружность, на ней зафиксированы точки А  и Б и «бе
гает» точка С. Найдите траекторию точки пересечения высот тре
угольника АВС.

7. В данный остроугольный неравнобедренный треугольник 
вписывают все прямоугольники, у которых две вершины лежат на 
основании и по одной — на боковых сторонах. Найдите множество 
точек пересечения диагоналей этих прямоугольников.
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Занятие 3
1. Даны угол и точка А внутри него. Проведите отрезок, концы 

которого лежат на сторонах угла, а середина совпадает с точкой А.
2. В данный остроугольный треугольник впишите квадрат так, 

чтобы две смежные вершины квадрата принадлежали одной сто
роне треугольника, а остальные две вершины — двум оставшимся 
сторонам.

3. Даны окружность и отрезок АВ, длина которого меньше диа
метра окружности. Постройте хорду окружности, равную и парал
лельную отрезку АВ.

4. Даны угол и точка А внутри него. Проведите отрезок, концы 
которого лежат на сторонах угла, а точка А  делит его в отношении 
1 : 2 .

5. Даны две пересекающиеся прямые и отрезок АВ, не парал
лельный этим прямым. Соедините прямые отрезком, равным и 
параллельным АВ.

6. В данный остроугольный треугольник АВС впишите равно
сторонний треугольник так, чтобы одна из его сторон была парал
лельна АВ.

7. Даны прямая, две окружности по разные стороны от неё и от
резок данной длины. Постройте равнобедренный треугольник так, 
чтобы вершины его основания лежали на данных окружностях, 
а высота, проведённая к этому основанию, была равна данному 
отрезку и лежала на данной прямой.

8. Даны точка А и окружности uj\ и и>2- Постройте квад
рат ABCD, так чтобы вершина В лежала на окружности и ь а 
вершина а) С, б) D — на окружности о;г-
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Занятие 4

1. Даны окружность и точка А  внутри неё. Проведите через 
точку А  хорду а) наибольшей длины, б) наименьшей длины.

2. Дан неравнобедренный треугольник АВС. Проведите через 
точку А  прямую, равноудалённую от точек В и С.

Указания.
1) Постройте подвижный чертёж;
2) найдите искомую точку или прямую экспериментально;
3) поймите, какое свойство выделяет эту точку или прямую 

среди других, последовательно проверяя каждое из пяти свойств 
{выдвижение гипотезы);

4) постройте точку или прямую с найденным свойством и 
проверьте экспериментально, действительно ли она удовлетворяет 
условиям задачи {подкрепление гипотезы); если не удовлетворяет, 
вернитесь к пункту 3;

5) сдайте гипотезу учителю и попробуйте доказать её. Доказы
вать удобнее уже не на экране, а в тетради.

3. а) Постройте в плоскости выпуклого четырёхугольника 
ABCD такую точку, что сумма расстояний от неё до вершин наи
меньшая. б*) Та же задача для невыпуклого четырёхугольника.

4. На гипотенузе АВ прямоугольного треугольника АВС вы
брана произвольная точка М, и из неё опущены перпендикуляры 
М К  и МР на катеты этого треугольника. При каком положении 
точки М  длина отрезка РК  будет наименьшей?

5. Найдите в остроугольном треугольнике точку, для которой 
сумма расстояний до вершин треугольника и до его сторон (всего 
шесть отрезков) — наименьшая.

6. На основании АВ равнобедренного треугольника АВС вы
брана произвольная точка М, и из неё опущены перпендикуляры 
МК  и МР на боковые стороны этого треугольника. При каком 
положении точки М  сумма М К  +  МР будет наименьшей?

7. Дан остроугольный неравнобедренный треугольник АВС. Че
рез вершину А  проведите прямую р  так, чтобы сумма расстояний 
от неё до вершин В и С была наибольшей.

8. Даны угол и окружность внутри него (не имеющая общих то
чек со сторонами угла). Постройте точку окружности, сумма рас
стояний от которой до прямых, содержащих стороны угла: а) ми
нимальна, б) максимальна.
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Занятие 5

1. По взаимно перпендикулярным прямым О А и ОВ скользят 
концы отрезка CD фиксированной длины, а) На отрезке CD от
мечена точка Е. Изучите траекторию точки Е в зависимости от её 
положения на отрезке, б*) Постройте множество всех отрезков CD.

2. Даны два непараллельных и непересекающихся отрезка 
АВ и CD. Рассматривают все отрезки PQ с одним концом на АВ и 
другим — на CD. Найдите множество середин отрезков PQ.

Указания. В этих задачах нужно построить, а затем изучить 
множество точек или линий. Чтобы выдвинуть гипотезу о виде 
множества, попытайтесь описать его в терминах исходных данных 
задачи. Отрезок удобно задавать двумя концами, а окружность — 
диаметрально противоположными точками или центром и радиу
сом. Изучая эллипс, полезно определить его центр, а изучая дву
мерную фигуру, надо понять, какая у неё граница. Гипотезу нуж
но подкрепить с помощью построений и измерений, сдать учителю 
и доказать на бумаге. Если вы можете доказать гипотезу сразу, то 
подкреплять её необязательно.

3. Отрезок АВ является диаметром окружности с центром О. На 
каждом радиусе ОМ окружности от центра отложен отрезок ОХ , 
равный перпендикуляру, проведённому из точки М  к прямой АВ. 
Найдите множество точек X.

4 (ч). Дан равнобедренный треугольник АВС (АВ = ВС). Точки 
Q и Р одновременно начинают движение с равными скоростями: 
Q по отрезку АВ из вершины А, а Р — по отрезку ВС из верши
ны В. а) Найдите траекторию середины отрезка PQ. б*) Постройте 
траекторию самого отрезка PQ и найдите огибающую.

5. Найдите множество середин отрезков, у которых один конец 
лежит на одной данной окружности, а другой — на другой данной 
окружности (радиусы окружностей разные).

6*. По данным прямым АВ и АС двигаются вершины D и Е двух 
острых углов жёсткого прямоугольного треугольника DEF. Како
ва траектория точки F в зависимости от градусной меры угла А?

7. Даны фиксированный отрезок АВ и по
движная точка С вне его. Точки D и Е — 
вершины прямоугольных равнобедренных тре
угольников CAD и СВЕ (см. рисунок). Построй
те множество отрезков DE и найдите их общее 
свойство.
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Занятие 6

1 (ч). Две окружности равного радиуса касаются друг друга в 
точке К. Стороны прямого угла с вершиной К  пересекают одну 
окружность в точке А, а другую — в точке В . Что в этой конструк
ции сохраняется при движении точки А по окружности?

2. Через точку М  пересечения медиан треугольника АВС про
ходит прямая р. Расстояния от вершин А, В и С до этой прямой 
равны а, Ъ и с соответственно. Найдите связь между а, & и с.

Указания. В каждой задаче надо построить подвижный чер
тёж, обнаружить элементы или величины, которые при движе
нии чертежа остаются неизменными (длины отрезков, углы) или 
связаны между собой соотношением (равны, лежат на одной пря
мой и т. д.), и доказать это.

3. На стороне ВС остроугольного треугольника АВС выбрана 
точка К. Точку К  отразили относительно прямых АВ и АС и по
лучили точки L и S соответственно (см. рисунок). Укажите две 
равные стороны четырёхугольника ASKL  и два угла, которые не 
меняются при движении точки К  по отрезку ВС.

А

4. На сторонах угла А, равного 60°, отмечены точки В и С. 
В треугольнике АВС проведены биссектрисы BE и СН. Рассмат
ривая все отрезки, задаваемые точками А, В, С, В, Н , найдите 
равные отрезки и постоянные углы при движении точек В и С.

5. Пусть D — ортоцентр остроугольного треугольника АВС. 
Определите вид четырёхугольника с вершинами в серединах сто
рон четырёхугольника ABDC в зависимости от величины угла А.

6. Прямая р  проходит через вершину А параллелограмма 
ABCD, причём параллелограмм лежит по одну сторону от данной 
прямой. Расстояния от вершин В и В до прямой р  равны b u d . 
Найдите расстояние от вершины С до прямой р.

7. Известно, что если на сторонах квадрата наружу построить 
четыре квадрата, то их центры окажутся вершинами квадрата. 
На сторонах каких ещё выпуклых четырёхугольников можно по
строить наружу четыре квадрата так, что их центры также будут 
вершинами квадрата?
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8. В произвольном пятиугольнике ABCDE  соединили отрезком 
середины сторон А В  и CD, а также середины сторон ВС  и DE. 
Середины двух полученных отрезков Р  и Q снова соединили. Про
вели лучи А Р  и EQ  (см. рисунок). Точки А  и Е  двигаются произ
вольным образом. Найдите свойства отрезка PQ.
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Занятие 7

1. Даны прямая т  и две точки А и Б по одну сторону от неё.
а) Постройте на прямой т  такую точку М , чтобы сумма A M  +  М В  
была наименьшей, б) Постройте на прямой т  отрезок CD заданной  
длины так, чтобы длина ломаной ACDB  была наименьшей.

2 (ч). Из точки М  описанной окружности треугольника АВС  
опущены перпендикуляры М Р  и M Q  на прямые А В  и АС. При 
каком положении точки М  длина отрезка PQ  максимальна?

3. (Вариант попроще.) На стороне острого угла с вершиной А  
дана точка Б. Постройте на другой его стороне такую точку Х 9 
чтобы радиус описанной окружности треугольника А В Х  был наи
меньшим.

(Вариант посложнее.) Дан треугольник А В С . Найдите на пря
мой А В  такую точку М , для которой сумма радиусов описанных 
окружностей треугольников A C M  и В С М  будет наименьшей.

4. По разные стороны от реки расположены две деревни. По
стройте перпендикулярно берегам реки мост так, чтобы Вася про
шёл наименьший путь из одной деревни в другую, к себе домой. 
(Берега реки — две параллельные прямые, деревни — точки.)

5. Внутри окружности с центром О дана точка А . Найдите на 
окружности точку М , для которой угол ОМ А  наибольший.

6. Даны две пары параллельных прямых и точка А  (см. ри
сунок). Проведите через точку А  прямую р  так, чтобы отрезки, 
высекаемые на ней параллельными прямыми, были равны.

7. Заданы длины диагоналей четырёхугольника и угол меж ду  
диагоналями. При каком взаимном расположении диагоналей пе
риметр четырёхугольника будет наименьшим?

8*. Дан квадрат. Проведите в его плоскости прямую так, чтобы 
сумма квадрат ов  расстояний от вершин квадрата до прямой была 
минимальна.
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Занятие 8

1. На сторонах треугольника АВС  наружу построены квадраты 
А В К Р  и BCGF . Изучите взаимосвязь от резков AF  и КС, а также 
взаимное расположение прямых A F , КС  и PG.

2. На сторонах треугольника АВС  наружу построены квадраты 
А В К Р  и BCGF . Отмечены точки I  — середина отрезка АС  и J  — 
середина отрезка K F , а также центры квадратов О и R  соответ
ственно. Определите вид четырёхугольника O IR J .

3 (ч). Для каждой точки В  полуокружности с диаметром АС  
(точка В  отлична от точек А  и С) на сторонах АВ  и ВС треуголь
ника А ВС  построены вне треугольника квадраты. Найдите множе
ство середин М  отрезков, соединяющ их центры этих квадратов.

4. Даны две окружности, пересекающиеся в точках А и Б. Для 
произвольной прямой р ,  проходящ ей через точку А, обозначим 
через К  и L  другие точки пересечения этой прямой с данными 
окружностями. Постройте такую прямую р \ ,  не совпадающую  
с А В, чтобы выполнялось равенство А К  =  A L.

5. Даны две окружности, пересекающиеся в точках А и Б. Для 
произвольной прямой р ,  проходящ ей через точку А , обозначим 
через К  и L  другие точки пересечения этой прямой с данными 
окружностями. Найдите множество середин отрезков K L  при всех 
возможных р .

(Подсказка. Проведите радиусы окружностей в точки К  и L 
соответственно.)

6. Даны две окружности, пересекающиеся в точках А и Б. Для 
произвольной прямой р , проходящей через точку А, обозначим 
через К  и L другие точки пересечения этой прямой с данными 
окружностями. Постройте такую прямую Р2 , чтобы длина отрез
ка K L  была максимальна.
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Занятие 8

Список задач в виде, удобном для индивидуального решения.
1. На сторонах треугольника АВС  наружу построены квадраты  

А В К Р  и BCGF.
а) Изучите взаимосвязь отрезков AF  и К С 9 а также взаимное 

расположение прямых A F 9 К С  и PG.
б) Отмечены точки I  — середина отрезка АС  и J  — середина от

резка K F , а также центры квадратов О и R  соответственно. Опре
делите вид четырёхугольника O IR J .

в) Вершина В  лежит на полуокружности с диаметром АС  (точ
ка В  отлична от точек А  и С). Найдите множество середин отрез
ков, соединяющих центры квадратов.

2. Даны две окружности, пересекающ иеся в точках А  и В . Для  
произвольной прямой р 9 проходящ ей через точку А , обозначим  
через К  и L другие точки пересечения этой прямой с данными 
окружностями.

а) Постройте такую прямую р \ 9 не совпадающую с А В , чтобы 
выполнялось равенство А К  =  AL.

б) Найдите множество середин отрезков K L  при всех возмож
ных р . (Подсказка. Проведите радиусы окружностей в точки К  и L 
соответственно.)

в) Постройте такую прямую р 2 , чтобы длина отрезка K L  была 
максимальна.
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